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Abstract
In this paper, according to the operation law of the logic function, the Boolean algebra, propositional logic, switch algebra are unified, 
called they are logical function. And study the reverse operation of logic function: the reverse operation of Logic Addition: Llogic 
Subtraction, and the reverse operation of Logic Multiplication: Logic Division. Then the truth value of Logic Subtraction and Logic 
Division, so as to determine the operation rules of logic subtraction and logic division. Finally, the calculation method of logical addition, 
subtraction, multiplication and division is used to simplify the logical formula and settle the logical equation, and then the application of 
logical function in switching circuit and logicalinverse reasoning (such as the process of police solving crimes) is mentioned.
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逻辑函数及其逆运算的研究与分析
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摘  要

论文首先根据逻辑函数的运算规律，把布尔代数，命题逻辑，开关代数统一起来，称为逻辑函数。并引进逻辑函数的逆运
算：即逻辑加的逆运算——逻辑减，及逻辑乘的逆运算——逻辑除；继而根据逻辑加与逻辑乘的真值表求得逻辑减及逻辑
除的各种真值，从而确定逻辑减及逻辑除的运算规律。最后用逻辑函数加、减、乘、除的方法去简化逻辑式子及求逻辑方
程与方程组的各种解的集合；并且提及逻辑函数逆运算在开关电路及命题逆推理（如警察破案过程）的运用。
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1 引言

现有的数理逻辑大家已经研究得较多，也较为深入了。

但有两个个奇怪的现象：

其一，有三种不同的代数（或叫函数）：布尔代数、

命题代数、开关代数，它们应用在不同的领域，具有不同的

符号，但都具有相同的运算规律，而同一本书，要把三种函

数分别写出来，无端的增加了书本的篇幅，学生要分别学习

三种函数的章节，增加了学习分量，延长了学习时间。论文

考虑把这三种函数统一为一种函数，叫作“逻辑函数”这样

就可以达到举一反三，减负增效的效果了。

其二，一般的函数都有其逆函数，而逻辑函数却没有

逆函数，这就奇怪了。作为教学及科研的需要，论文特别提

出了逻辑逆函数的概念，并且对其进行深入的研究，以下就

是一些研究心得，以供同行们参考。

2 统一的逻辑函数

逻辑函数包括布尔代数、命题代数和开关代数，它们

计算规律一致，但应用领域和符号不同。目前，命题逻辑符

号和推理系统在书籍和论文中更常见，而数字电子计算机领

域偏好使用逻辑开关代数。这导致了逻辑函数的重复介绍。

为统一和简化，本文主要采用布尔函数，并结合开关代数和

命题代数的特定元素，形成统一的新逻辑函数。

下面首先定义一个离散数学的名词：

定义 1：A 被称为逻辑函数的集合，它包括命题代数与

开关代数，布尔代数等：A={a1，a2}={0，1}；其中元素 0，

在开关代数里被称为“关”，在命题代数里被称为“假”符

号为 F；而元素 1，在开关代数里被称为“开”，在命题代

数里被称为“真”符号为 T。

它的全集等于永真式 0
=

1
Ω





。

空集为矛盾式
0
1

Φ


≠ 


。
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注意：空集为矛盾式，并不等于 0，即 0∉Φ，因为在

逻辑函数中 0 是逻辑集合的一个基本元素，而空集Φ 则表

示该逻辑函数的集合里什么元素都没有。现在逻辑函数的各

种运算符号如表 1 所示。

表 1 现在逻辑函数的各种运算符号

名称 逻辑函数 布尔代数 开关代数 命题代数

逻辑

集合

Ω ，全集 永通
永真式，

重言式

Φ ，空集 永断
永假式，

矛盾式

真 1 1 1，开通 T，真

假 0 0 0，断路 F，假

逻辑非 — —，补元 —，非门 ¬ ，否定

逻辑加 + +，布尔和 +，或门 ∨ ，析取

逻辑乘 • • ，布尔积 • ，与门 ∧ ，合取

蕴含 → →
等于 = = = ↔，等价

注：①表中同一列，表达同一种逻辑函数的不同的应用与表达方式。

②表中第 2 列为新统一定义的逻辑函数的各种运算符号，而其余各

列为现在通用的各种逻辑运算符号。③表中同一行的符号，代表着

同一种逻辑运算，以及相似的逻辑思维判断。

3 逻辑函数的逆运算

逻辑函数运算包括逻辑非、逻辑加、逻辑乘、蕴含和

等价等。这些被认为是完备的，但类似于普通代数的运算，

尽管加减乘除已足够，乘方、开方、对数等运算的发展使代

数更高级、完美。因此，为了提升逻辑函数的便利性和完美

度，本文引入了逻辑函数的逆运算，并定义了其计算方法 [1]。

3.1 逻辑非的逆运算

若有，B = A 。

容易看出，其逆函数为： = A= B A 。

即它们互为逆运算，或原函数取两次逆运算就可以了。

下面重点说说逻辑加与逻辑乘的逆运算。

3.2 逻辑加的逆函数——逻辑减
定义 2：逻辑加的逆运算被定义为逻辑减，记号为 

“—”，与普通代数的减号一致。

根据现有的逻辑加法：A+B=C，则逻辑减记为：

A=C-B 及 B=C-A

逻辑减的真值表如表 2 所示。

表 2 逻辑减的真值表（从逻辑加的逆运算推导求出）

编号 1） 2） 3）逻辑加 4）逻辑减 5）

A B C=A+B C-B=A C-A=B

1） 0 0 0 0-0=0 0-0=0

2） 0 1 1 1-1=0 1-0=1

3） 1 0 1 1-0=1 1-1=0

4） 1 1 1 1-1=1 1-1=1

逻辑减的运算规律有以下三种（与一般代数的“—”

运算比较）：

①符合一般代数的运算规律，具有唯一性。

表 2 数据的一、二行都有符合一般代数的运算的唯一

性规律：

0-0=0，（1 行），1-0=1，（2 行，5 列）

②一种运算两个结果（全集）的情况，即：

③结果为空集（无解）：

0-1，在一般代数中等于（-1），但是由于逻辑函数没

有负数，从上面真值表中找不到答案，因此其答案为空集可

以记为：

0
0 -1=

1
Φ


≠ 



3.3 逻辑乘的逆运算——逻辑除
定义 3：逻辑乘的逆运算被定义为逻辑除，记号为“/”，

与普通代数的除法定义一致。

逻辑除的运算规律（与一般代数的“÷”运算比较）：

根据现有的逻辑乘法：A·B=C，其函数为：A=C/B 及 B=C/A。

逻辑除的真值表如表 3 所示。

表 3 逻辑除的真值表（从逻辑乘的逆运算推导求出）

编号 1） 2） 3）逻辑乘 4）逻辑除 5）

A B C= AB A=C/B B=C/A

1） 1 1 1 1/1=1 1/1=1

2） 0 1 0 0/1=0 0/0=1

3） 0 0 0 0/0=0 0/0=0

4） 1 0 0 0/0=1 0/1=0

逻辑除的计算中有以下的结果：

①符合一般代数除法运算的唯一性规律：1/1=1（表中

1 行）；0/1=0（表中 2 行 4 列）。

②计算中的答案具有全集解： 。

即一种运算有两个结果。

③还有一种情况是空集：

0
1/0=

1
Φ


≠ 


在一般代数中有 1/0= ∞，但是由于逻辑函数没有∞，

因此从上面真值表中找不到答案，只能记它为空集Φ 。

若在推理或计算过程出现空集的情况，可以把它们马

上删去，用其余有解的结果继续推理或计算，不会影响结果

的正确性 [2]。

4 逻辑逆运算的等值变换

逻辑逆函数的等值变换如表 4 所示。
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4.1 逻辑函数的优先顺序（从高到低，基本与普通

代数一致）

①即先算括号内的运算，再算括号外的。

②没有括号的计算顺序： ，

即非，（乘，除），（加，减），（蕴含），（等价，等于）。

4.2 加括号与去括号

①若括号前为”+”号，则括号里原加，减号不变。

若括号前为”·”号，则括号里原乘、除号不变。

②若括号前为”—”号，则括号里原加、减号互变。

若括号前为”/”号，则括号里原乘、除号互变。

所谓互变，就是说加变减，减变加；乘变除，除变乘。

4.3 对偶原理

对仅含有 几种运符号的逻

辑函数公式 A，将”—”与”/”互换，同时也将”+”与“/”

互换，所得新的逻辑函数 A* 称为原逻辑函数公式 A 的对

偶式。

4.4 逻辑逆函数的等值变换

4.4.1 证明分配律

①证 6a）式： ( / ) ( / )=(A C B C A - B) / C− 。

证：（）A - B / C = A+ -B / C[ ( )]

        

②用对偶性证明证明 6b）式： / )- ( - )/( - )A B C A C B C=（ 。

其余证明类似。

③证明 6c）式：

) /A - B C（

④用对偶性可以证明 6d）式： ) ) -d A - B • • •（ C = A C B C 。

4.4.2 用真值表证明第 9 类的德摩根定律
第 9 类的德摩根定律如表 5 所示。

表 5 第 9 类的德摩根定律

A B 9a）式     9b）式 备注

左边 右边 左边 右边

1 1 0 0 0，1 0，1 9b 两边均为 Ω

1 0 Φ Φ 0 0 9a 两边均为Φ

0 1 1 1 Φ Φ 9b 两边均为Φ

0 0 0，1 0，1 1 1 9a 两边均为 Ω

说明：

①德摩根定律在逻辑逆函数的正常计算的结果，无论

表 4 逻辑逆函数的等值变换

序号 等值变换式 名称

1  =A A . 双重否定律

2

A-0=A.
A/1=A.

- =1A A ，且 A=1
/ =0A A ，且 A=0

归一律

3

1- =A Ω .  
-1=A Ω ，且 A=1.

0/ =A Ω . 
/0=A Ω，且 A=0

支配律

4

A-B+C=A+C-B.
/ /A B C A C B• = • .
A-B-C=A-C-B.
/ / /A B C A C / B=

三值交换律，注意：第一位被减数（或被除数）不能改变；只能是减数 
（除数）里有交换律。连”-”，”/”号一起交换

5
（A-B）-C=A-（B+C）

/ / /( )A B C A B C= •（）
结合律，变括号后，括号内变号

6

) / ( / ) ( / )A - B C A C B C= −）（a

/ )- ( - )/( - )A B C A C B C=)（ b

+ ) / / + /A B C A C B C=)（c .

) ) -d A - B • • •（ C = A C B C

分配律

7
) /a A B A B= −

) /b A B A B  − =
德摩根定律

注：上面公式中凡是全集用 Ω 表示；空集用Φ 表示，计算或推理中出现Φ 应舍弃。
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是正常的唯一值，还是全集 Ω 中都是成立的。

②就算在计算途中出现异常的空集Φ ，也是等式两边

同时出现，德摩根定律同样成立的。

③所以德摩根定律在逻辑逆函数的计算中，是无条件

成立的 [3]。其余的等值变换证明比较简单，留作习作给读

者做。

5. 逻辑函数逆运算的应用

5.1 逻辑函数逆运算在解逻辑方程中的作用
逻辑方程（或方程组）的化简目前缺乏类似代数方程

的直接运算方法，如同时加减或乘除。原因在于逻辑函数没

有逆运算。定义了逻辑逆函数及其规则后，我们可以开始研

究逻辑方程（或方程组）的运算方法。

5.2 逻辑逆运算在解逻辑方程中的要点
①现有应用较广的逻辑函数方程的（0，1）解法继续

保留。

②逻辑函数方程未确定的变量（即未知数 x，及未确定

的数值，如 A，B 等），不能进行移项的运算。

③已确定的变量（0，1）可以进行移项运算，被移项

的式子要变号（与普通代数方程一样）。

5.3 把逻辑方程化简为一些常量
①利用归一律，补元律把变量合并为确定的常量：

+ =1A A ； - =1A A ，且 A=1。

=0A A• ； / =0A A ，且 A=0。 

=1A - A ，且 A=0； 

=0A / A ，且 A=1。
5.4 可以利用吸收律、等幂律等消去一些多余的未

知变量
A+AB=A

A（A+B）=A

A+A=A

A • A=A

例：化简并求解下面的逻辑方程组：

1 1
1 2 .

0 3

A+ BC
A
AC AD DE

 =                       ( )
 =                                ( )  
 + + =          ( )

解：把（2）代入方程组的（1）和（3）两式，原方程

组变为：

1
0

BC
C D DE

 =                                      (4)


+ + =                        (5)
把（4）式化为：

B=1/ C                                        （6）

按约束条件：C ≠ 0，而应该：C =1，则 0C =  。

把（6）式代入（5）式中，并用吸收律把它化简为：

D=0                                         （7）

把（6）式代入（4）式，求得：

B=1                                          （8）

把（6），（7）式代入（5）式，求得：

0 • E=0，E=0/0= Ω                           （9）
检验：把（2），（6），（7），（8），（9）等结果

代入原方程组，各方程全部成立，因此：A=1，B=1，C=0， 

D=0，E= Ω （0，1），是该方程组的解集。

5.5 逻辑逆运算在解逻辑方程及方程组的要点小结
在对逻辑方程及方程组进行化简的过程中，首选用逻

辑函数的幂等律，归一律，吸收律进行化简。

其次可以依据约束条件：1/C，C=1，0-B，B=0，进行

继续化简。

最后必须重视：E=
1

=
0

Ω




，有的全解情况，（如果

是中间过程，就要把 E1=1，E2=0，分别代进原式中，再进

行计算，否则会减少它们的有效解集。

注：上述在解逻辑方程及方程组的各种运算方法同样

可以用在逻辑函数式子的化简上，方法类似雷同（但没有方

程两边同时对同一式子进行加、减、乘、除的运算），也

没有对常数项进行移项处理这种方法。由于方法类似，在此

略过。

5.6 逻辑函数逆运算的应用

5.6.1 逻辑函数逆运算在计算机中及开关电路中的应用
在开关电路中，已知电路的输出状态（结果），反推

输入状态，这就要用到逻辑函数逆运算，这在计算机专业中

是有很多的应用前景的。

5.6.2 逻辑函数逆运算在逻辑推理及命题函数中的应用
当一个逻辑命题已知其结果，欲求原因时，就要用到逻

辑函数逆运算，特别是在警察破案的过程中就是这种情景。

6 结语

论文首先根据逻辑函数的运算规律，把布尔代数，命

题逻辑，开关代数统一为逻辑函数。并引进逻辑函数的逆运

算：主要是逻辑减及逻辑除；继而根据逻辑加与逻辑乘的真

值表求得逻辑减及逻辑除的各种真值及计算规律。最后用逻

辑函数的加、减、乘、除的方法去简化逻辑式子及求逻辑方

程与逻辑方程组的各种解的集合；并且大致提及逻辑函数逆

运算在开关电子计算机及警察破案过程的运用。
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