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Abstract
By investigating the boundedness of the Hilbert matrix operator on Hardy spaces, particularly the H1 space, this study aims to address 
gaps	in	the	existing	theoretical	framework	in	this	field.	By	introducing	composition	operators	and	integral	estimation	methods,	the	
boundedness of the Hilbert matrix on Hp spaces (1＜p＜∞)	and	the	validity	of	its	integral	representation	are	established.	The	analysis	 
reveals that the composition operators constructed via linear fractional transformations preserve the boundedness of the norm in 
Hardy	spaces,	thereby	extending	the	applicability	of	integral	representations	to	broader	function	spaces.	The	results	not	only	refine	
the theoretical framework of the Hilbert operator on Hp spaces but also provide new analytical perspectives on the properties of H1 
spaces, laying a foundation for subsequent research.
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H1 空间上的希尔伯特矩阵算子 
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摘  要

通过研究希尔伯特矩阵算子在哈代空间（特别是H1空间）上的有界性问题，旨在弥补该领域相关理论的不足。通过引入复
合算子与积分估计方法，证明了希尔伯特矩阵在Hp空间（1＜p ＜∞）上的有界性及其积分表达形式的有效性。分析表明，
通过分式线性变换构造的复合算子能够保持Hardy空间的范数有界性，推广了积分表达式在Hp空间上的适用范围。结果不仅
完善了希尔伯特算子在Hp空间的理论框架，还为H1空间的相关性质提供了新的分析视角，为后续研究奠定了基础。
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1 引言

希尔伯特不等式：

，

对序列空间  中 l p 对 1 ＜ p ＜∞成立，并且常数

 是最佳的推测 [1]，因此希尔伯特矩阵

通过对序列的乘法作用，在范数为 ，

1 ＜ p ＜∞的 l p 空间上导出有界线性算子

，

若定义在单位圆盘 { | | 1}z z= ∈ <∣ 上的函数满足 [4]
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若函数 ( )f z 的 Taylor 展开式为
0
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=∑ ，则算子

作用于 f 定义为：  

可以得到有界性、范数范围预估 [3] 等一系列成果。然

而对于 H1 空间，很多相关的理论却没有得到详尽的说明，

本文旨在完善一部分相关的内容，借此抛砖引玉。

2 引理及其证明

引理 1；如果  是一个解析自映射，且满足 

，若 f，则 ：

且复 合算子在 Hp 上是有界的。
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证明：由于 φ 是解析的，并且，则  对 z∈
成立 . 

根据 Hp 范数的定义，有：

由 于 ， 可 以 利 用 f 的 Hp 范 数 [5] 来 估 计 

 ：

不等式代入  的表达式中，可以得到：

这表明复合算子  在 Hp 上是有界的。

引理 2：[7] 设  和  是两个测度空间，其

中 μ，ν 均为 Lebesgue 测度 ,  是非负可测函数，

且 ，则有

证明：设  是可测函数，且 。定义

对 进行展开：

若 ，有

由于 ，因此

对  在 X 上积分：

由 Fubini 定理 [5]，

对不等式两边取 p- 次方根：

由于  是常数 

引理 3：设  是一个关于 t 可测且范数可积的函数，

其中 ， 。则对于 p ≥ 1，有

证明：设  是关于 t 可测且范数可积的函数，定义

则，

代入得

由引理 2 得

对上式取上确界，得到

即

引 理 4： [6] 设 p 和 q 满 足 ， 其 中 且

。对于可积函数 f 和 ，有

证明：设  和  。 

若 A=0 或 B=0，不等式成立。否则，定义归一化函数：

对于任意 x，有：

则：

由于 和 ，所以：

因此：

3 定理证明

定 理 1： 当 时， 与

等价

证明：对于  即  且 ），积分核可
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展开为：

则：

假设 f(t) 在 [0,1] 上可积，且级数  在  

和  时一致收敛，则：

因为 ，有：

因此，  与 （当 n=m 时）一致。

令 ，则（1）式可化为

      （1）

定理 2：若 ，式（1）同样成立

证明：原积分路径  仍适用于 Hp，因路径始终位于

单位圆盘  内。变量替换后，式（2）为：

 的分母  在单位圆盘  内不

为零（因为  且 ），因此  在  内是解析的。

对于 ，可以证明 。因为  将  映

射到  ，所以  对所有  成立。

由 引 理 1 可 知， 如 果  是 解 析 自 映 射 且 满 足

 ，那么对于  ，复合函数  也属于 ， 

并且满足： 。

所以  在  空间上是有界的。

当  且  时，

在 t ＞ 0 时，分母  在内无零点，  保持解析性；

当 t=0 时，除 z=1 外解析，而 z=1 在 Hardy 空间中可通过边

值处理。

由引理 3，对于 Banach 空间中的函数 ，若其关于

t 可测且范数可积，则：

，代入不等式有：

定义一个算子 ：

由引理 3 有

由引理 4 有：

对于  和 ，有：

由于 ，有：

因此

当 f 在 ， ，则：

同时

所以

其中 

综上， 在 （ ）上是有界算子，式 (2) 的

推广形式为：

4 结论

本研究成果填补了希尔伯特算子在 H1 空间理论研究的

空白，完善了 Hp 空间框架下的算子有界性理论，为复分析

中线性算子的范数估计提供了新方法。未来可进一步探索希

尔伯特算子在或情形下的有界性条件，尤其是 H1 空间中的

精细估计问题。   
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