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1 背景介绍

公司运营过程中存在着诸多未知因素，运营调节具有较

强的灵活性和针对性，因而解决在操作灰度大的情况下做出

准确预测及决策的问题，对整个公司的运营而言至关重要。

一个成功的公司管理者应具备评估公司收益潜力、及时对公

司运营环节进行决策调整的能力，而决策需要依据，并且是

科学的依据，管理者在决策时不应拍脑袋，而是应该对运营

过程中的相关信息进行处理，转化为数据并构造数学模型，

得出决策的依据，从而提高管理的科学性。本文以某公司为

研究对象，从预测公司 2019 年净盈利入手，通过建立 GM 模

型及 GRA 方法，分析运营过程中与净利润关联度最大的因素，

为公司决策提供科学依据。

灰色预测模型（GM 模型），是由邓聚龙教授于 1982 年

提出并加以发展的。二十几年来，引起了不少国际学者的关

注。目前，在中国已经成为社会、经济等诸多领域进行预测、

决策、系统分析与建模的重要方法之一。GM 模型是通过少量

的、不完全的信息，建立数学模型并做出预测的一种预测方法，

其所需建模信息少，运算方便，建模精度高，是处理小样本预

测问题的有效工具（见文献 [1]）。灰色关联度分析（GRA），

是 1984 年由邓聚龙原创的，它是针对关系的分析提出的。对
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经验、其固有内涵又不清楚的对象之间的关系分析来说，GRA

是十分必要的。它可看作是一种有参考系的整体比较。其有别

于传统的数学分析之点，在于 GRA提供了一个分析序列关系

或系统行为的简要框架，即使是信息很少也可以做（见文献 [2]）。

本文的研究对象“公司运营体系”正是符合上述建模及

分析条件的灰色系统。正文第一部分，利用 GM 模型对某公

司 2019 年度的净利润进行预测，以评估公司收益潜力及可支

配资金；第二部分，利用 GRA理论研究净利润与公司运营中

哪个因素关联度最大，由此得出调整该环节进而影响公司净

利润的结论，在增加收益的同时可更好地进行公司资金周转，

从而在整体上更好地把握公司在下一年度的投资方向。综上

所述，通过本文中灰色预测模型及关联度分析结果可知该小

成本运营公司是否有发展前途 [1]。

2 基本原理

2.1 GM（1，1）模型

本文所用方法在灰色预测模型中属于数列预测分支，建

模思想是通过对原始数据的累加弱化原始数据的起伏，通过

累加后数据序列形成的坐标图判断构造一条指数曲线或一条

直线来逼近该序列。最后通过后减运算还原计算得到逼近原

始数据的指数函数或线性函数 [2]。

根据邓聚龙教授提出的建模步骤，现将建模原理陈述如

下（见文献 [1]）：

给定观测数据列 (0) (0) (0) (0){ (1), (2),..., ( )}x x x x N ，

经一次累加得
(1) (0)

1

( ) ( )
i

j

x i x j
=

= ∑  ( 1, 2,...,i N= ).

设
(1)x 满足一阶常微分方程

(1)
(1)dx

ax u
dt

+ = ，

其 中 a , u 是 常 数， 称 a 为 发 展 灰 数； 称 u 为

内 生 控 制 灰 数， 是 对 系 统 的 常 定 输 入。 此 方 程 满 足

初 始 条 件： 当 0t t= 时，
(1) (1)

0( )x x t= ， 方 程 的 解

为 0( )(1) (1)
0( ) [ ( ) ] a t tu u

x t x t e
a a

− −= − + 。

对等间隔取样的离散值（注意到 0 1t = ）则为

(1) (1)( 1) [ (1) ] aku u
x k x e

a a
−+ = − + ， 1, 2,..., 1k N= − 。

灰色建模的途径是一次累加序列通过最小二乘法来估计

常数a和u .

于是有， 

(1) (1)
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(1) (1)(0)

(0)
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1
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1
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......
...... 1
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1

[ ( ) ( 1)] 1
2
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x

ax xx

u
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x N x N

 
− + 

   
   − +     =       
   
    

− + − 
 

令 (0) (0) (0)( (2), (3),..., ( ))Ty x x x N= ，

这里，T 表示转置。令

(1) (1)

(1) (1)

(1) (1)

1
[ (2) (1)] 1

2

1
[ (3) (2)] 1

2

...... 1

1
[ ( ) ( 1)] 1

2
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x x
B

x N x N

 
− + 

 
 − +
 =
 
 
 
− + − 
 ，

a
U

u

 
=  
  ，

即矩阵表达式转化为 y BU= 。

其最小二乘估计为

^
^

1

^
( )T Ta

U B B B y

u

−

 
 = =
 
  。

把估计值
^

a 与
^

u 代入 (1) (1)( 1) [ (1) ] aku u
x k x e

a a
−+ = − + ，

得时间响应方程

^
^ ^

(1)^
(1)

^ ^
( 1) [ (1) ] aku u

x k x e

a a

−+ = − +

精度检验

（1）残差检验。分别计算：

残差：
^

(0) (0)( ) ( ) ( )E k x k x k= − ， 2,3,...,k N=

相 对 残 差：
^

(0) (0) (0)( ) [ ( ) ( )] / ( )e k x k x k x k= −

， 2,3,...,k N=

（2）后验差检验。分别计算：

(0)x 的均值：
(0)

1

1
( )

N

k

X x k
N =

= ∑ ；

(0)x 的方差：
(0) 2

1
1

1
[ ( ) ]

N

k

S x k X
N =

= −∑ ；

残差的均值：
2

1
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1

N
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E E k
N =

=
−
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∑



14

研究性文章
Article

财经与管理·第 03卷·第 03 期·2019 年 07 月

后验差比值：
2

1

S
C

S
=

，

小误差概率： 1{ ( ) 0.6745 }P P E k E S= − < 。

（3）预测精度等级对比表，见表 1

表 1  等级对照表

预测精度等级 P C

好 >0.95 <0.35

合格 >0.80 <0.45

勉强 >0.70 <0.50

不合格 ≤ 0.70 ≥ 0.65

2.2 灰色关联度分析（GRA）

灰色关联度分析通过对同一系统中参考序列与其影响因

素的数据组在灰色系统中的变化程度做比较，得出发展态势

的同步性越高则相关性越大，反之越小的结论，并找出二者

之间的数值关系，从而准确判断哪个影响因素对参考序列的

影响最大。

计算步骤如下 [3]：

(1) 确定分析序列

设参考序列（或母序列）为 0 0' ( ) { ' ( ) 1, 2,3..., }X t x k k n= =

比较序列（或子序列）为 ' ( ) { ' ( ) 1,2,3..., }i iX t x k k n= = ，

（ 1, 2,...,i N= ）

(2) 标准化，即对原始数据进行无量纲化和初值化处理。

'( )
( )

'(1)

x k
x k

x
=

，则初值化后相应的参考序列与比较序列

分别为 0 ( )X t 和 ( )iX t 。

(3) 计算关联系数

0 0

0 0

min min ( ) ( ) max max ( ) ( )
( )

( ) ( ) max max ( ) ( )

i i
i k i k

i

i i
i k

x k x k x k x k
k

x k x k x k x k

− + −
=

− + −

(4) 计算关联度

参考序列与比较序列的关联度为序列的各时刻关联系数

的均值，记作
1

1
( )

n

i i
k

k
n =

= ∑ ，（ 1, 2,...,i N= ）

(5) 关联度排序

将关联度按大小排序，如果 1 2<  ，则参考序列 0 ( )X t

与比较序列 2 ( )X t 更相似，从而它们的关联度更大。

3 实证分析

3.1 数据来源及介绍

本文数据来自某公司（因涉及商业秘密故隐藏实际公司

名），由于公司前三年的净盈利不稳定，对构建灰色预测模

型有影响，故从第四年数据开始分析。为了更好的利用灰色

关联度分析理论研究影响公司净盈利的最大影响因子，特将

数据分类处理列表如下：

表 2 公司在 2014 年至 2018 年的综合情况数据

         年度
项目

2014 2015 2016 2017 2018

净盈利（元） 25482 27110 34115 48035 63874

宣传费（元） 5000 6000 7000 9800 12500

员工数（人） 6 10 12 15 21

旅游产品成本（元） 5500 7221 8100 14119 18700

3.2 构建 GM（1，1）模型

选取表 2 中的第一行数据，即公司在 2014 年至 2018 年

的净盈利，根据邓聚龙教授提出的建模步骤，对数据进行处

理并建立 GM（1，1）模型，从而对公司 2019 年度净利润进

行预测。（结果保留小数点后 3 位，计算过程中保留小数点

后 12 位）

（1）对原始数据进行累加处理

(0) (0) (0) (0){ (1), (2),..., (5)} {25482,27110,34115, 48035,63874}x x x x= =

(1) (0)(1) (1) 25482x x= = ，

(1) (0) (0)(2) [ (1) (2)] 25482 27110 52592x x x= + = + = ，

(1) (0) (0) (0)(3) [ (1) (2) (3)] 25482 27110 34115 86707x x x x= + + = + + = ，

(1) (0) (0) (0) (0)(4) [ (1) (2) (3) (4)] 25482 27110 34115 48035 134742x x x x x= + + + = + + + = ，

(1) (0) (0) (0) (0) (0)(5) [ (1) (2) (3) (4) (5)]x x x x x x= + + + +

          25482 27110 34115 48035 63874 198616= + + + + =

得到一个新数据序列， (1) {25482,52592,86707,134742,198616}x =

即

(1) (0)

1

{ ( ) 1, 2,...,5}
i

j

x x j i
=

= =∑
，且 (1) (0)(1) (1)x x= . 将

结果整理列表如下：

表 3  一次累加数据

年份 2014 2015 2016 2017 2018

序列 1 2 3 4 5

(0)x 25482 27110 34115 48035 63874

(1)x 25482 52592 86707 134742 198616
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（2）建立矩阵 B,y. 令

(1) (1)

(1) (1)

(1) (1)

(1) (1)

1
[ (2) (1)] 1

2

1
[ (3) (2)] 1

2

1
[ (4) (3)] 1

2

1
[ (5) (4)] 1

2

x x

x x

B

x x

x x

 
− + 
 
 − +
 

=  
 − +
 
 
− + 
 ， (0) (0) (0)( (2), (3),..., ( ))Ty x x x N=

(1) (1)1 1
[ (2) (1)] [52592 25492] 39037

2 2
x x− + = − + = −

(1) (1)1 1
[ (3) (2)] [86707 52592] 69649.5

2 2
x x− + = − + = −

(1) (1)1 1
[ (4) (3)] [134742 86707] 110724.5

2 2
x x− + = − + = −

(1) (1)1 1
[ (5) (4)] [198616 134742] 166679

2 2
x x− + = − + = −

故

39037 1

69649.5 1

110724.5 1

166679 1

B

− 
 − =
 −
 
− ， (27110,34115, 48035,63874)Ty =

（3）求逆矩阵 1( )TB B −

1 2

3 4

39037 1

39037 69649.5 110724.5 166679 69649.5 1

1 1 1 1 110724.5 1

166679 1

T A A
B B

A A

− 
 − − − − −     = =     −   
 
− 

2 2 2 2
1 ( 39037) ( 69649.5) ( 110724.5) ( 166679) 46416744160.5A = − + − + − + − =

2 3(39037 69649.5 110724.5 166679) 386090A A= − + + + = − =

4 1 1 1 1 4A = + + + =

故

46416744160.5 386090

386090 4
TB B

− 
=  − 

1 *

2

4 3860901 1
( ) ( )

386090 46416744160.546416744160.5 4 ( 386090)
T T

T
B B B B

B B

−  
= =  × − −  

10 5

5

1.092851727986 10 1.054847809146 10

1.054847809146 10 1.268165476583

− −

−

 × ×
=  

× 
10 5

5

1.093 10 1.055 10

1.055 10 1.268

− −

−

 × ×
≈  

× 

（4）根据
^

1( )T TU B B B y−= 求估计值 a
^

和
^

u

5

6

27110

39037 69649.5 110724.5 166679 34115

1 1 1 1 48035

63874

T
A

B y
A

 
 − − − −     = =        
 
 

5 ( 39037) 27110 ( 69649.5) 34115 ( 110724.5) 48035 ( 166679) 63874A = − × + − × + − × + − ×

19399491566= −

6 27110 34115 48035 63874 173134A = + + + =

故

19399491566

173134
TB y

− 
=  
 

由于矩阵乘法满足结合率，不满足交换律，故

10 5^
71

5
8

193994915661.093 10 1.055 10
( ) ( )

1731341.055 10 1.268

T T
A

U B B B y
A

− −
−

−

−   × ×  
= = =    

×     

10 5
7 1.093 10 ( 19399491566) 1.055 10 173134 0.29377658 0.294A − −= × × − + × × = − ≈ −

5
8 1.055 10 ( 19399491566) 1.268 173134 14927.450A −= × × − + × ≈

故

^

^

^

0.294

14927.450

a
U

u

 
−   ≈ =    

   即
^

0.294a ≈ − ,
^

14927.450u ≈

（5）用时间响应方程

^
^ ^

(1)^
(1)

^ ^
( 1) [ (1) ] aku u

x k x e

a a

−+ = − +
计

算拟合值
(1)^

( )x i ，再用后减运算还原，即
(0) (1) (1)^ ^ ^

( ) ( ) ( 1)x i x i x i= − −  

（ 2,3,...,i N= ）

由 (1) (0)(1) (1) 25482x x= = . 将
^

a，
^

u代入时间响应方程：
(1)^

0.29414927.450 14927.450
( 1) [25482 ]

( 0.294) ( 0.294)
kx k e+ = − +

− −

0.29476294.252812358289 50812.252812358289ke= +

0.29476294.253 50812.253ke≈ +

由 后 减 运 算 原 理，

(0) (1) (1)^ ^ ^

( ) ( ) ( 1)x i x i x i= − − ，

（ 2,3,...,i N ）

当 1i k= + 时， 1k i= − ，
(1)

0.294( 1)( ) 76294.253 50812.253x i e= +

当 1 1i k− = + 时， 2k i= − ，
(1)^

0.294( 2)( 1) 76294.253 50812.253ix i e −− = +

则
(0) (1) (1)^ ^ ^

0.294( 1) 0.294( 2)( ) ( ) ( 1) 76294.253 76294.253i ix i x i x i e e− −= − − = −

0.29377658i 0.294i14477.42374 14477.424e e= ≈  （ 2,3, 4,5i = ）
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3.3 精度检验与预测

为保证预测结果的精确性，需对公司净盈利预测函数

(0)^
0.29377658i( ) 14477.42374x i e= 的计算精度进行检验，如果预

测精度等级为好，则可利用上述函数对公司 2019 年度净盈利

进行预测，此时预测结果为最佳。如果预测精度等级不为好，

则需要利用灰色马尔可夫模型进行矫正。

（1）根据公式进行精度检验与预测

分别将 2,3, 4,5i =  代入
(0)^

0.29377658i( ) 14477.42374x i e=  中，

得 到：
(0)^

(2) 26053.279x = ，
(0)^

(3) 34950.061x = ，
(0)^

(4) 46884.953x = ，
(0)^

(5) 62895.421x =

再 利 用 公 式
^

(0) (0)( ) ( ) ( )E i x i x i= − 求 残 差； 利 用

^
(0) (0) (0)( ) [ ( ) ( )] / ( )e i x i x i x i= − 求相对残差（ 2,3,...,k N= ），

结果见表 4 后两列

表 4 残差与相对残差

模型计算值
(0)^

( )x i 实际值 (0) ( )x i 残差 ( )E i 相对残差 ( )e i

(0)^

(2) 26053.279x =
(0) (2) 27110x = 1056.721 3.898%

(0)^

(3) 34950.061x =
(0) (3) 34115x = -835.061 2.448%

(0)^

(4) 46884.953x =
(0) (4) 48035x = 1150.047 2.394%

(0)^

(5) 62895.421x =
(0) (5) 63874x = 978.579 1.532%

(0)x 的均值：

5
(0)

1

1
( ) 39723.2

5 i

X x i
=

= =∑

(0)x 的方差：

5
(0) 2

1
1

1
[ ( ) ] 14461.699

5 i

S x i X
=

= − =∑

残差的均值：

5

2

1
( ) 587.572

5 1 i

E E i
=

= =
−
∑

残差的方差：

5
2

2
2

1
( ( ) ) 823.597

5 1 i

S E i E
=

= − =
−
∑

后验差比值：
2

1

0.057
S

C
S

= =

现 在
10.6745 9754.416S = ， 所 有 ( )E k E− 都 小 于

9754.416， 故 小 误 差 概 率： 1{ ( ) 0.6745 } 1P P E k E S= − < = . 

根 据 表 1 等 级 对 照 表， =1>0.95P 且 C=0.057<0.35 ， 

表 示 预 测 等 级 为 好， 由 此 可 知 预 测 方 程

(1)^
0.294( 1) 76294.252812358289 50812.252812358289kx k e+ = + 可用；

且 由 其 后 减 运 算 推 出 的

(0) (1) (1)^ ^ ^
0.29377658i( ) ( ) ( 1) 14477.42374x i x i x i e= − − = 可用。

当 6i = 时，
(0)^

0.29377658 6(6) 14477.42374 84373.210x e ×= ≈

综上所述，2019 年公司的净利润预测值为 84373.210 元。

（2）利用 GM 预测软件进行精度检验与预测

题目 : pro�t analysis

原始数列 ( 元素共 5 个 ):25482，27110，34115，48035，

63874

预测结果如下：

[1] dx/dt+ax=u：a=-0.29377658，u=14927.44985331

[2] 残 差：(1)0 .00000000  (2)1056 .72139518  (3)-

835.06052858 (4)1150.04745798 (5) 978.57888706 

[3]相对残差：(1)0.00000000 (2)0.03897903 (3)-0.02447781 

(4)0.02394186 (5)0.01532046 

[4] 原数据均值：39723.2

[5] 原数据方差：14461.69878541

[6] 残差的均值：587.57180291

[7] 残差的方差：823.59721541

[8] 后验差比值：0.05695023

[9] 小概率误差：1.00000000

[10] 模型计算值：(1) 25482.00000000 (2) 26053.27860482 

(3) 34950.06052858 (4) 46884.95254202 (5) 62895.42111294 

[11] 预测的结果：(1) 84373.21107297 (2) 113185.32606659 

(3) 151836.32190697 (4) 203686.02054187 (5) 273241.56989000 

(6) 366549.23748487 

预测精度等级： 好！

下图为净利润预测函数
(0)^

0.29377658i( ) 14477.42374x i e= 与

实际利润值比较。

图3.3  预测函数曲线与实际值比较
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3.4 灰色关联度分析（GRA）

通过建立 GM 模型我们得到了公司 2019 年度净利润的预

测值，下面将通过 GRA 方法对影响该值大小的影响因素进行

分析，并找出与其关联度最大的因素，即对净利润影响最大

的因素。选取表 2 中的后三行数据，宣传费、员工数、旅游

产品成本进行分析：

(1) 确定分析序列

设公司净利润为参考序列 ' ( )X t ，宣传费、员工数、

旅游产品成本分别为比较序列 1' ( )X t 、 2' ( )X t 、 3' ( )X t
，具体数据如下表所示：

表 5 公司在 2014 年至 2018 年的综合情况数据

         年度
项目

2014 2015 2016 2017 2018

净盈利（元） 0' ( )X t 25482 27110 34115 48035 63874

宣传费（元） 1' ( )X t 5000 6000 7000 9800 12500

员工数（人） 2' ( )X t 6 10 12 15 21

旅游产品成本（元）

3' ( )X t
5500 7221 8100 14119 18700

(2) 标准化

以 2014 作为基准，将表 5 进行标准化（无量纲化处理

'( )
( )

'(1)

x t
x t

x
=

），则初值化后相应的参考序列与比较序列分别

为 0 ( )X t 和 ( )iX t 。

表 6 标准化后的数据

         年度
项目

2014 2015 2016 2017 2018

净盈利 0 ( )X t 1 1.064 1.339 1.885 2.507

宣传费 1( )X t 1 1.2 1.4 1.96 2.5

员工数 2 ( )X t 1 1.667 2 2.5 3.5

旅游产品成本 3( )X t 1 1.313 1.473 2.567 3.4

求出各比较序列与参考序列的对应差，如表 7

表 7  对应差序列

年份 2014 2015 2016 2017 2018 min( )t max( )t

0 1( ) ( )x t x t− 0 0.136 0.061 0.075 0.007 0 0.136

0 2( ) ( )x t x t− 0 0.603 0.661 0.615 0.993 0 0.993

0 3( ) ( )x t x t− 0 0.249 0.134 0.682 0.893 0 0.893

故 min 0∆ = ， max 0.993∆ =

(3) 计算关联系数

0 0

0 0

min min ( ) ( ) max max ( ) ( )
( )

( ) ( ) max max ( ) ( )

i i
i t i t

i

i i
i t

x t x t x t x t
t

x t x t x t x t

− + −
=

− + − , 

取 0.5= ； 并 将 ， max∆ 代 入 该 方 程

得：
0

0 0.5 0.993
( )

( ) ( ) 0.5 0.993
i

i

t
x t x t

+ ×
=

− + ×

表 8 宣传费、员工数、旅游产品成本的关联系数

年份 2014 2015 2016 2017 2018

1( )t 1 0.785 0.891 0.869 0.986

2 ( )t 1 0.452 0.429 0.447 0.333

3( )t 1 0.666 0.787 0.421 0.357

(4) 计算关联度

2018

1
2014

1 1
[0,1] ( ) [1 0.785+0.891+0.869+0.986] 0.9062

5 5t

t
=

= = + =∑

2018

2
2014

1 1
[0, 2] ( ) [1 0.452 0.429 0.447 0.333] 0.5322

5 5t

t
=

= = + + + + =∑

2018

3
2014

1 1
[0,3] ( ) [1 0.666 0.787 0.421 0.357] 0.6462

5 5t

t
=

= = + + + + =∑

( 2014, 2015,..., 2018 ,n=5)

(5) 关联度排序

[0,1] [0,3] [0, 2]> > ， 说 明 参 考

序 列 0 ( )X t 与 比 较 序 列 1( )X t 更 相 似， 即

[ , ] [ , ] [ , ]净盈利宣传 净盈利 旅游产品成本 净盈利员工数> > ， 

说明投资在宣传方面的规模大小直接影响公司净盈利，二者

关联度最大；旅游产品成本对净盈利的影响比宣传小比人力

资源大，人力资源的壮大对净盈利的影响最小。

4 结语

对于公司管理者而言，公司运营中往往存在诸多未知信

息，在灰箱中操作往往难度较大，存在利润预测偏差大、公

司结构分配不合理、投资无方向、决策难等问题，因而本文

选择将公司运营系统视为灰色系统来预测净利润并对其影响

因素进行灰色关联度分析，通过利用灰色系统中的已知信息

建模并经过运算得出未知信息的方法进行研究。
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灰色预测模型（GM（1，1）模型）可以对时间序列短、

统计数据少、信息不完全系统进行分析与建模，建模精度高。

只需列出反映预测对象特征的时间序列来构造灰色预测模型，

预测未来某一时刻的特征量，由于建模精度高，加之利用 GM

预测软件进行精度检验，其预测值与实际值偏差小，进而解

决了公司运营中利润预测偏差大的问题。而灰色关联度分析

（GRA）作为一种关联度分析方法，能够使公司管理者更清

晰地找出公司运营中直接影响收益的因素，并通过对该影响

因素进行调整来提高利润。

在公司运营中遇到未知信息多且直接影响决策时，我们

建议管理者首先利用灰色预测模型对收益（净利润）进行预

测，以评估公司收益潜力及可支配资金；再将公司运营过程

中可能对净利润产生影响的因素进行数据整理，利用灰色关

联度分析理论研究净利润与公司运营中哪个因素关联度最大，

及时调整以获得更大利润，可更好地进行公司资金周转，从

而在整体上更好地把握公司在下一年度的投资方向。

由于本文不仅利用灰色预测模型（GM（1，1）模型）对

该公司净利润进行精确预测，还利用灰色关联度分析法（GRA）

为管理者提供了可以直接提高净利润的决策方向，因而具备

一定的实际价值。
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