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1 引言

蜂窝夹芯板力学解析模型的建立能够有效反映结构自身

力学性能并达到预测其在外加载荷作用下力学响应的目的。

由于蜂窝材料具有高度几何和结构复杂性，通过考虑真实蜂

窝模型对蜂窝夹层结构进行力学建模将十分困难。相比之

下，利用具有等效材料性质的均质实体代替蜂窝芯层将大幅

度提高计算效率、节省计算成本。在早期的蜂窝等效参数研

究工作中，Gibson和Ashby [1,2]首先将蜂窝壁板视为 Bernoulli-

Euler梁并基于胞元材料理论给出了等壁厚蜂窝与双壁厚蜂

窝等效参数公式。然而，经典Gibson公式仅考虑蜂窝壁板的

弯曲变形，而忽略了由表板约束引起的壁板伸缩变形。富明

慧等[3]重新考虑了蜂窝壁板的伸缩变形对面内刚度的影响，对

Gibson公式进行了修正。基于该蜂窝等效参数解析公式，大

量蜂窝夹层结构力学性能分析工作得以开展[4-6]。

需要指出的是，大多数等效方法 [7,8]中均对蜂窝芯层进行

独立折算而并未考虑到其变形时上下表板对其产生的抑制作

用。Becker[9]则首次采用基于应变能的均匀化方法给出了六

边形蜂窝的面内等效参数，并指出蜂窝芯的有效刚度因受刚

度较大的表板作用而与蜂窝高度紧密相关。由于蜂窝结构在

实际工程中并非单独使用，而是作为芯子与相对厚度较薄，刚
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【摘要】本文基于精化锯齿层合板理论建立了蜂窝夹芯板静力弯曲模型。模型通过解析均匀化方法获取了蜂窝芯层的等效弹性参数，并因引入

该方法而能够反映出由蜂窝高度改变引起的蜂窝等效模量变化对弯曲挠度产生的影响(蜂窝芯子的高度效应)。基于虚功原理推导了平衡方程

和边界条件，并以受双向正弦载荷作用的四边简支板为例进行了算例分析。算例结果表明：当夹芯板跨厚比较小时，基于本文模型所预测的板

弯曲刚度与传统单层板理论给出的结果基本一致。随着板的变薄，本文模型给出的结果明显小于一阶剪切板理论，略小于高阶剪切板理论；不

受几何因素影响的蜂窝夹心板无量纲弯曲挠度先随蜂窝高度的增加逐渐增长，随后趋于稳定；蜂窝芯子高度效应在板跨厚比、蜂窝芯层厚度比

例取较大值时明显。随着蜂窝芯层厚度比例的下降或板的变厚，高度效应逐渐减弱直至消失。

【Abstract】A new static bending model of honeycomb sandwich plate was developed based on Refined Zigzag Theory. The equivalent mechanic prop-

erties of honeycomb core were obtained through an analytical homogenization method, which enables present model to reflect the influences of equiva-

lent modulus alterations on bending deflections causing by honeycomb height change, i.e. honeycomb core height effect. The equilibrium equations and

corresponding boundary conditions were derived by adopting virtual work principle. A simply supported square plate subjected to a double sinusoidal

distributed load was taken as the illustrative example and analytically solved. Numerical results indicated that the bending stiffness given by the present

model is basically consistent with that of classical single-layer plate theory as the aspect ratio is smaller. With the plate thinning, the present results is ob-

viously smaller than those of First-order shear deformation plate theory and slightly smaller than those of Third-order shear deformation plate theory.

The dimensionless bending deflections unrelated to geometry increase gradually with the increase of honeycomb height at first, and then tend to stabili-

ty; The honeycomb core height effect is obvious when the aspect ratio or the ratio of core height to plate thickness is bigger, but weaken gradual-

ly and disappears finally as the one of these two ratios is decreasing.

【关键词】解析均匀化；精化锯齿理论；蜂窝夹芯板；高度效应；弯曲挠度

【Keywords】analytical homogenization; refined zigzag theory; honeycomb sandwich plate; height effect; bending deflection

【DOI】https://doi.org/10.26549/gcjsygl.v3i1.1292

30



研究性文章
Article

度较大的表板材料共同组成层合结构，因此这种蜂窝芯子等

效模量的高度效应则应予以重视。2015年, Li[10]等通过三角函

数系列来模拟蜂窝壁板在多组载荷条件下的真实位移场，并

基于能量均匀化方法给出了蜂窝芯子拉伸、弯曲问题的等效

解析公式。由于该工作考虑到表板-芯子连接处刚性表板对

蜂窝芯子的抑制作用以及远离表板处应力的重新分布，因此

能够描述蜂窝芯子的高度效应。随后，Li等[11]又给出了蜂窝芯

子在面内剪切、扭转以及横向剪切问题中的等效解析公式。

算例结果证明基于新解析均匀化模型得到的等效模量与数值

结果高度一致。

本文基于精化锯齿理论(Refined Zigzag Theory, RZT）[12,13]

对蜂窝夹芯板进行了静力弯曲分析。该理论具有较高的层合

结构力学性能预测精度与包含高度不均匀夹心结构在内的广

阔适用范围。通过解析均匀化模型获取了蜂窝芯子的等效模

量，并因引入该方法而能够反映由蜂窝高度变化引起的蜂窝

芯子模量改变对夹芯板整体弯曲挠度产生的影响。

2 基于解析均匀化模型的蜂窝芯子等效参

数

建立在能量均匀化方法之上的解析均匀化模型利用真实

蜂窝特征单元体（Representative Elementary Volume, REV）内

应变能 πint与等效后均质实体应变能 π*

int相等的原理折算出

蜂窝芯子等效弹性参数，该原理可表述为：

π*

int =
1
2 ∫V̄ ε

T
[E*] ε dV̄ =πint （1）

式中：V̄= Ahc /2为1/8蜂窝REV等效体积（由于REV具有三

重对称性，因此仅1/8部分计入等效过程）；A = δ2 cos θ(δ1 + δ2 sin θ)

为REV表面1/4，hc为蜂窝高度；t1，δ1分别为蜂窝竖直壁板厚

度的1/2与长度；t2 , δ2分别为倾斜壁板厚度与长度；[E
*]为蜂

窝芯子等效刚度矩阵，ε则代表1/8蜂窝REV内的应变分量。

图1 1/8蜂窝REV与相应等效实体

3 等效刚度系数解析公式

解析均匀化模型借助于有限元方法获取蜂窝芯子在刚性

表板抑制下的蜂窝壁板真实变形，并通过适当函数模拟其位

移以此获取蜂窝REV内应变能 πint，随后利用能量均匀化等

式分别折算出蜂窝芯子各等效弹性参数。

3.1 等效拉伸/弯曲刚度矩阵系数

对应于平面拉伸问题，其能量均匀化等式为：

ε2

XC
*S

11 + 2εXεYC
*S

12 + ε
2

YC
*S

22 =
2πint
V̄

（2）

式中：C*S

11，C
*S

12 和 C
*S

22分别为已考虑泊松效应的等效拉伸

刚度矩阵系数；εX，εY 分别为沿 X 轴和 Y 轴方向正应变；πint

为 1/8 蜂窝REV内应变能。对应于平面拉伸问题，文献给出

其表达式：

πint =
E

1 - v2
[ 1
hc
(t1δ1 + t2 δ2)a

2

1 +
hc
4
t1δ1ε

2

Y +
hc
4
t2 δ2ε

2

l

-2b(t1εY - t2εl sin θ)∑
i =1

N

∑
j= 1

N
1
mπ

sinmπ
2
ak +
hcπ

2

16
(
t1
δ1
+
t2
δ2
sin2θ)

∑
i= 1

N

∑
j =1

N

n2a2k + v(t1δ1εY + t2 δ2εl )a1 - 4v(t1 - t2 sin θ)a1∑
i= 1

N

∑
j =1

N
1
mπ

sinmπ
2
ak +

(1 - v)π2

32hc
(t1δ1 + t2 δ2 sin

2θ)∑
i= 1

N

∑
j= 1

N

m2a2

k

（3）

式中：E , v 分别为蜂窝材料弹性模量及泊松比；

εl = εX cos
2θ + εY sin

2θ；m = 2i - 1，n = 2j - 1，k=N(i - 1)+ j+ 1；

N 为函数项数，其值取决于 πint计算结果收敛性。

对应于弯曲问题，其能量均匀化等式为：

Ah3c
48

(κ2

XC
*B

11 + 2κXκYC
*B

12 + κ
2

YC
*B

22) =
πint
V̄

（4）

式中：C*B

11 ，C
*B

12 和 C
*B

22分别为已考虑泊松效应的等效弯曲

刚度矩阵系数；κX ，κY 分别为弯曲曲率。弯曲问题中 πint表

达式为：

πint =
E

1 - v2
[ 1
hc
(t1δ1 + t2 δ2)(a

2

1 + 2a1a2 +
4
3
a2

2) + h
3

c

t1δ1κ
2

Y + t2δ2κ
2

l

48

-(t1κY - t2κl sin θ)h
2

c∑
i =1

N

∑
j =1

N
1
mπ

cosmπ
2
ak + hc(

t1
δ1
+
t2
δ2
sin2θ)

∑
i =1

N

∑
j=1

N
n2π2

16
a2k - 2vhc

t1δ1κY + t2 δ2κl
8

a1 - 2vhc
t1δ1κY + t2δ2κl

6
a1

+1 - v
2

(
t1δ1 + t2 δ2 sin

2θ
hc

)∑
i= 1

N

∑
j= 1

N m2π2a2k
16

- v(t1 - t2 sin θ)

(a1∑
i= 1

N

∑
j =1

N 4ak
mπ

(1 - cosmπ
2

)- a2∑
i=1

N

∑
j= 1

N 8ak
mπ

cosmπ
2

)

（5）

式 中 ： κl = κX cos
2θ + κY sin

2θ ； m = 2i ， n = 2j - 1 ，

k =N(i- 1)+ j + 2；a1，a1和 ak为 π int中未知系数，其计算方法

为：
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∂πint

∂a1
= 0

∂πint

∂a2
= 0

∂πint

∂ak
= 0 （6）

3.2 等效剪切/扭转模量

对应于面内剪切问题，其能量均匀化等式为：

1
2
G *S

XY γ
2

XY

hc
2
δ2 cos θ(δ1 + δ2 sin θ) = πint（7）

式中：G *S

XY 为等效面内剪切模量，γXY 为面内剪切应变。

π int表达式为：

πint =
1
2
E

1 - v2
[
2(t1δ1 + t2 δ2)

hc
a20 - 2vt2 δ2a0 βγXY

-4vt2a0 cos θ∑
i= 1

N (bi - ci)

mπ
sinmπ

2
+
hct2 δ2
2

β2γ2XY

+2t2 βγXY cos θ∑
i =1

N b(bi - ci)

mπ
sinmπ

2
+
hct2
4δ2

cos2θ∑
i=1

N

(bi - ci)
2

+1 - v
24

t2δ2
hc
cos2θ∑

i= 1

N

m2π2(b2i + bici + c
2

i )]

+
D1

2
[ 1
24

δ1
h3c
∑
i =1

N

m4π4(a2i + aibi + b
2

i ) +
(1 - v)

hc δ1
∑
i= 1

N

(ai - bi)
2m2π2]

+
D2

2
[ 1
12

δ2
h3c
sin2θ∑

i=1

N

m4π4(b2i + bici + c
2

i )

+1 - v
2

sin2θ
hc δ2
∑
i=1

N

(bi - ci)
2m2π2]sin2θ

+
D3

2
[ 1
24
δ1
h3c
∑
i =1

N

m4π4c2i +
1 - v
hc δ1
∑
i =1

N

m2π2c2i ]

（8）

式中：β = sin θ cos θ，m = 2i - 1；D为各蜂窝壁板弯曲刚

度：D1 =D3 =Et
3

1 /3(1 - v
2)，D2 =Et

3

2 /12(1 - v
2)。

对应于面内扭转问题，其能量均匀化等式为：

G*T

XY

h3c
48
δ2 cos θ(δ1 + δ2 sin θ)κ

2 = πint （9）

式中：G *T

XY 为等效面内扭转模量，κ 为面内扭转曲率。

π int表达式为：

πint =
1
2
E

1 - v2
[
hc(t1δ1 + t2δ2)

6
a20 -

t2 vδ2h
2

c βκa0
6

+ 2vt2a0 cos θ

∑
i=1

N hc(bi - ci)

mπ
cosmπ

2
+
t2h

3

c δ2κ
2 β2

24
- t2 cos θ

∑
i=1

N (bi - ci)

mπ
cosmπ

2
h2cκβ +

t2hc
4δ2

cos2θ∑
i= 1

N

(bi - ci)
2 + 1 - v

24
t2 δ2
hc

cos2θ∑
i= 1

N

m2π2(b2i + bici + c
2

i )]+
D1

2
[ 1
24
δ1
h3c
∑
i =1

N

m4π4(a2i + aibi + b
2

i )

+
(1 - v)

hc δ1
∑
i=1

N

(ai - bi)
2m2π2]+

D2

2
[ 1
12
δ2
h3c
sin2θ∑

i =1

N

m4π4(b2i + bici + c
2

i )

+1 - v
2
sin2θ
hc δ2
∑
i =1

N

(bi - ci)
2m2π2] +

D3

2
[ 1
24

δ1
h3c
∑
i= 1

N

m4π4c2i +

1 - v
hc δ1
∑
i= 1

N

m2π2c2i ]

（10）

式中：m = 2i；a0，ai ，bi和 ci为 π int中未知系数，其计算

方法为：

∂πint

∂a0
= 0

∂πint

∂ai
= 0

∂πint

∂bi
= 0

∂πint

∂ci
=0 （11）

3.3 等效横向剪切模量及密度

对应于横向剪切问题，其能量均匀化等式为：

1
2
G*

YZγ
2

0δ2 cos θ(δ1 + δ2 sin θ)
hc
2
= πint （12）

式中：G *

YZ为等效横向剪切模量，γ0为蜂窝结构横向剪切

应变。 π int表达式为：

πint =
E

1 - v2
{∑
i2 = 1

N

[
p2π2

24hc
(t1δ1 + t2δ2) +

hc(1 - v)

4
(
t1
δ1
+
t2
δ2
)]a2p

+∑
i2 =1

N

[
p2π2

40hc
(t1δ1 + t2 δ2) +

hc(1 - v)

3
(
t1
δ1
+
t2
δ2
)]b2p

+∑
i2 =1

N

[
p2π2

16hc
(t1δ1 + t2 δ2) +

hc(1 - v)

2
(
t1
δ1
+
t2
δ2
)]apbp

+(1 - v)γ0(t1 - t2 sin θ)∑
i
2
= 1

N

[
hc
pπ
(ap + bp)

+
hc(1 - v)

8
(t1δ1 + t2δ2 sin

2θ)γ20 +
t2hc
16δ2

cos2θ∑
i
1
= 1

N

∑
j= 1

N

n2π2c2m,n

+1 - v
2

t2δ2
16hc

cos2θ∑
i1 = 1

N

∑
j= 1

N

m2π2c2m,n +2t2(1 - v)cosθ

∑
i1= 1

N

∑
j =1

N

∑
i2 = 1

N mp

p2 -m2

1
nπ
apcm,n + 4t2(1 - v)

cos θ∑
i
1
= 1

N

∑
j =1

N

∑
i
2
= 1

N mp

p2 -m2

1
nπ
(1 - 2

nπ
sinmπ

2
)bpcm,n}

（13）

式中: m = 2i1，n = 2j - 1 , p = 2i2 - 1。 ap，bp和 cm,n 为 πint

中未知系数，其计算方法为：

∂πint

∂ap
= 0

∂πint

∂bp
= 0

∂πint

∂cm,n
= 0 （14）

此外，对于其它等效横向剪切模量 G *

XZ以及蜂窝芯子等效

密度 ρ*，文献指出其等效过程不存在蜂窝芯子的高度效应，

因此其等效方法可沿用传统蜂窝芯子等效公式：

G*

XZ =
E

2(1 + v)
t2
δ2

cos θ
δ1/δ2 + sin θ

（15）

3.4 拉伸-弯曲/剪切-扭转耦合等效公式

通过观察式与式，式与可知，面内拉伸/剪切等效公式并

不适用于弯曲以及扭转问题，因此，文献将蜂窝芯子划分为三

层等厚（hc 3）均质实体，并给出每层均质实体在面内拉伸-弯

曲耦合问题中的等效刚度矩阵系数公式：

E*

U /E
*

L =
1
24
(27C*B

i - 3C
*S

i )

E*

M =
1
12
(39C*S

i - 27C
*B

i )
（16）

以及面内剪切-扭转耦合问题中的等效剪切模量公式：

G*

XYU /G
*

XYL =
1
24
(27G *T

XY - 3G
*S

XY)

G*

XYM =
1
12
(39G *S

XY - 27G
*T

XY )
（17）

式中：下角标U, L和M分别代表三层均质实体上、下及中

间层；C*B

i ，C
*S

i（i= 11,12,22）分别对应于式、式中的拉伸/弯曲

等效刚度矩阵系数；G *S

XY ，G
*T

XY 则分别代表式和式中的等效面
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内剪切和扭转模量。

4 基于RZT的蜂窝夹芯板

如图 2所示，六边形蜂窝夹芯板边长为 a和 b，板厚为

2h，蜂窝芯层厚度为 hc，x轴在板几何形芯面上且与 z 轴垂

直。采用Zigzag型位移场 [13]函数来描述蜂窝夹芯板内任意一

点变形情况：

u
(k)
(x,y,z,t) = u0(x,y, t) + zθx(x,y, t) +ϕ

(k)

x (z)φx(x,y, t)

v
(k)
(x,y, z, t) = v0(x,y, t) + zθy(x,y, t) +ϕ

(k)

y (z)φy(x,y,t)

w
(k)
(x,y,t) =w(x,y, t)

（18）

图2 六边形蜂窝夹芯板模型

式中：u，v，w分别为板任意一点沿 x轴，y轴和 z轴方

向上的位移；u0，v0则为板几何形芯面上一点沿 x轴和 y轴

方向上的位移；θx和 θy分别为绕 x轴和 y轴的截面转角；上

角标 k代表第 k层单层板，t为时间变量; ϕα(α = x,y)为分层

线性锯齿函数，φα则为其峰值函数。 ϕ
(k)

α φα可被视为一阶剪

切变形位移场修正项而被用于描述多层结构变形情况。

夹芯板应变分量可由几何方程获得：

ε
(k)

x =
∂u0
∂x

+ z
∂θx
∂x

+ϕ
(k)

x (z)
∂φx
∂x

ε
(k)

y =
∂v0
∂y

+ z
∂θy
∂y

+ϕ
(k)

y (z)
∂φy
∂y

γ
(k)

xy =
∂u0
∂y

+
∂v0
∂x

+ z(
∂θx
∂y

+
∂θy
∂x
) +ϕ

(k)

x (z)
∂φx
∂y

+ϕ
(k)

y (z)
∂φy
∂x

γ
(k)

αz = γα + β
(k)

α φα (α = x,y)

（19）

其中：β
(k)

α = ∂ϕ
(k)

α /∂z 为锯齿函数沿板厚度方向斜率；

γα = θα + ∂w/∂α对应于一阶剪切板理论中的横向剪切应变。蜂

窝夹芯板各层本构关系为：

æ

è

ç

ç

ç

ç

çç
ç

ç

ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷÷
÷

÷

÷

÷
σ

(k)

x

σ
(k)

y

τ
(k)

xy

τ
(k)

xz

τ
(k)

yz

=

æ

è

ç

ç

ç

ç

çç
ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷÷
÷

÷

÷

÷
Q

(k)

11 Q
(k)

12

Q
(k)

21 Q
(k)

22

Q
(k)

33

Q
(k)

44

Q
(k)

55

æ

è

ç

ç

ç

ç

çç
ç

ç

ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷÷
÷

÷

÷

÷
ε
(k)

x

ε
(k)

y

γ
(k)

xy

γ
(k)

xz

γ
(k)

yz

（20）

式中：当 k =1、3时，

Q
(k)

11 =E
(k)

1 /(1 - v
(k)

12v
(k)

21) , Q
(k)

12 =Q
(k)

21 = v
(k)

12E
(k)

2 /(1 - v
(k)

12v
(k)

21) ,

Q
(k)

22 = E
(k)

2 /(1 - v
(k)

12v
(k)

21) , Q
(k)

33 =G
(k)

12 , Q
(k)

44 =G
(k)

13 , Q
(k)

55 =G
(k)

23 。 E1 , E2 , G12 ,

G13 , G23 , v12，v21分别为蜂窝夹芯板表板材料弹性模量，剪切模

量及泊松比。当 k =2时，等效蜂窝芯层刚度矩阵系数及相应

剪切模量由2.1-2.4节中各等效公式确定。

4.1 锯齿函数

RZT首先规定了斜率函数 β
(k)

α 与各层横向剪切刚度系数

之间的关系，即：

Q
(k)

44(z)(1 + β
(k)

x (z)) =Gx

Q
(k)

55(z)(1 + β
(k)

y (z)) =Gy
（21）

式中：Gα (α = x,y)为加权平均剪切刚度，其值为常数。随

后利用 ∫-h
h

β
(k)

α dz = 0性质以及式获得 Gα完整表达式:

Gx =
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

1
h∑k=1

M
h
(k)

Q
(k)

44

-1

Gy =
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

1
h∑k= 1

M
h
(k)

Q
(k)

55

-1

（22）

式中：M代表层合结构层数；2h
(k)
则为等 k层单层板厚度。

将式代入式中获得 β
(k)

α 表达式，随后对表达式两端同时进

行沿板厚度方向积分并利用 ϕ
(k)

α (z)在 z = -h以及 z= h处为零

的规定获得锯齿函数完整表达式：

ϕ
(1)

x (z) =(z + h)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

G1

Q
(1)

44

- 1

ϕ
(1)

y =(z + h)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

G1

Q
(1)

55

- 1 (k = 1)

ϕ
(k)

x (z) =(z+ h)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

G1

Q
(k)

44

- 1 +∑
i =2

k

2h
(i- 1)æ

è
çç

ö

ø
÷÷

G1

Q
(i -1)

44

-
G1

Q
(k)

44

ϕ
(k)

y (z) =(z+ h)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

G2

Q
(k)

55

- 1 +∑
i=2

k

2h
(i- 1)æ

è
çç

ö

ø
÷÷

G2

Q
(i-1)

55

-
G2

Q
(k)

55

(k = 2, ......,M)

（23）

其中：z ∈[z (k- 1), z(k)]，且 z0 = -h，z (k) = z (k- 1) + 2h
(k)
。

4.2 静力弯曲平衡方程和边界条件

基于虚功原理推导蜂窝夹芯板静力弯曲平衡方程和边界

条件。该原理可表述为：

δU- δW =∭V (σx δεx +σy δεy + τxy δγxy + τxz δγxz + τyz δγyz)dV

- ∬Ωqδw dxdy - ∫∂Ω∫-h
h

(T̄x δu
(k)
+ T̄y δv

(k)
+ T̄z δw)dzds = 0

（24）

式中：δU，δW 分别为虚应变能和虚外力功；V 为夹芯板

整体区域；Ω为几何中性面区域，∂Ω则为其边界；q为在板

内加载的横向体力，T̄x，T̄y和 T̄z则分别为在板边界处添加的

沿 x，y和 z轴方向上的轴力。将式、式和式代入式经分部积

分后整理得到平衡方程：

33



工程技术与管理·第03卷·第01期·2019年1月
Engineering Technology & Management · Volume 03· Issue 01· January 2019

δu0:
∂Nx

∂x
+
∂Nxy

∂y
= 0 δv0:

∂Ny

∂y
+
∂Nxy

∂x
= 0

δθx:
∂Mx

∂x
+
∂Mxy

∂y
-Qxz = 0 δθy:

∂My

∂y
+
∂Mxy

∂x
-Qyz = 0

δφx:
∂M

ϕx

x

∂x
+
∂M

ϕx

xy

∂y
-Q

β
x

xz = 0 δφy:
∂M

ϕy

y

∂y
+
∂M

ϕy

xy

∂x
-Q

β
y

yz = 0

δw:
∂Qxz

∂x
+
∂Qyz

∂y
+ q= 0

（25）

边界条件为：

nxNx + nyNxy = N̄x 或 u0 = ū0 nyNy + nxNxy = N̄y 或 v0 = v̄0

nxMx + nyMxy = M̄x或 θx = θ̄x nxMxy + nyMy = M̄y 或 θy = θ̄y

nxM
ϕ
x

x + nyM
ϕ
x

xy = M̄
ϕ
x

x 或 φx = φ̄x nxM
ϕy

xy + nyM
ϕy

y = M̄
ϕy

y 或 φy = φ̄y

nxQxz + nyQyz = Q̄z 或 w = w̄

（26）

式中：nx，ny分别为板边界处外法线方向与 x轴，y轴夹

角方向余弦，且：

(Nx Mx Ny My Nxy Mxy Qxz Qyz) = ∫-h
h

(σ
(k)

x zσ
(k)

x σ
(k)

y zσ
(k)

y τ
(k)
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(k)
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(k)

yz )dz
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ϕ
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x M
ϕ
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y M
ϕ
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ϕ
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xy Q
β
x
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β
y
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(k)

x ϕ
(k)

x σ
(k)

y ϕ
(k)

y τ
(k)

xyϕ
(k)

x τ
(k)

xyϕ
(k)

y τ
(k)

xz β
(k)

x τ
(k)
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(N̄x M̄x N̄y M̄y M̄
ϕx

x M̄
ϕ
y

y Q̄z ) = ∫-h/2
h 2

( T̄x zT̄x T̄y zT̄y T̄xϕ
(k)

x T̄yϕ
(k)

y T̄z)dz

（27）

5 算例分析

本节以双壁厚六边形蜂窝夹芯板为例，计算简支夹芯方

板在双向正弦载荷（q= q0 sin(πx/a)sin(πy/b)）作用下的弯曲挠

度并探究由蜂窝高度改变引起的蜂窝芯子等效模量变化对夹

芯板刚度产生的影响。蜂窝壁板长度 δ1 = δ2 = 4mm，竖直壁板

半厚度 t1 = 0.05mm，倾斜壁板厚度 t2 = 0.05mm，θ = 30
∘。铝蜂

窝 弹 性 模 量 Ec = 69GPa ，泊 松 比 vc = 0.3 ，密 度

ρc = 2700kg/m
3。正交各向异性表板材料参数 E1 = 140GPa，E2

= 20GPa ，G12 = 10GPa ，G13 = 8GPa ，G23 = 4GPa ，泊 松 比

v12 = 0.25。

四边简支边界条件由式可知：

x = 0,a: v0 =w = θy = φy =Nx =Mx =M
ϕ
x

x = 0

y =0,b: u0 =w = θx = φx =Ny =My =M
ϕ
y

y = 0
（28）

满足简支边界条件的位移试函数取为：

w=W sin(πx
a
)sin(

πy

b
)

{u0, θx, φx}={U, Θx ψx}cos(
πx
a
)sin(

πy

b
)

{v0, θy, φy}={V, Θy ψy}sin(
πx
a
)cos(

πy

b
)

（29）

将式代入平衡方程中解线性方程组得到未知系数

{U,V,W,Θx,Θy,ψx,ψx}，从而获得夹芯板完整位移表达式。

5.1 蜂窝夹芯板弯曲挠度计算

当蜂窝芯子高度保持不变，基于RZT、高阶剪切变形板理

论（TSDPT）和一阶剪切变形板理论（FSDPT）得到的蜂窝夹芯

板中心处最大无量纲弯曲挠度随方板长度变化如图 3所示。

图中，横坐标为方板长度 a，纵坐标为最大无量纲弯曲挠度

w̄max。蜂窝芯子高度 hc取值为 20mm。为了消除夹芯板几何

尺寸改变对弯曲挠度产生的影响，与板几何尺寸无关的挠度

无量纲形式采用如下：

w̄max =
w(a/2,b/2)Ec
100q02h

（30）

由图 3可知，基于三种不同板理论得到的最大无量纲弯

曲挠度随板长度的增加逐渐变大，且基于本文模型得到的挠

度值均小于TSDPT与FSDPT给出的结果。当蜂窝夹芯板边长

取值较小，基于不同板理论得到的无量纲挠度值基本一致。

随着板的变薄，基于RZT得到的结果明显小于一阶剪切板理

论，略小于高阶剪切板理论。此外，随着夹芯板芯子高度比例

的增加，本文模型所预测到板的刚度逐渐接近于TSDPT给出

的结果。当夹芯厚度比例 hc /2h= 0.95时，两种板理论结果基

本一致，因而能够在一定程度上验证本文模型的正确性。

hc/2h =0.80

hc/2h =0.90
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hc/2h = 0.95

图3 基于三种不同板理论得到蜂窝夹芯板

中心处最大无量纲弯曲挠度

5.2 蜂窝夹芯板静力弯曲行为中的高度效应

蜂窝芯子高度取不同值时，基于不同蜂窝等效方法获得

的板中心处最大无量纲弯曲挠度对比如表1所示，算例中函数

项数 N 取值为3。

表1 蜂窝高度取不同值时，蜂窝夹芯方板

中心处最大无量纲弯曲挠度 w̄max

a/2h

10

20

hc

0.01

5

10

15

20

25

30

35

0.01

5

10

15

20

25

30

35

hc /2h

= 0.8

H-model

27.0946

27.2678

27.3716

27.4181

27.4417

27.4555

27.4643

27.4702

216.698

217.379

217.683

217.811

217.874

217.910

217.933

217.949

Gibson

&Fu

27.5347

218.166

0.9

H-model

34.8598

35.1361

35.2619

35.3144

35.3405

35.3553

35.3646

35.3708

320.720

322.575

323.162

323.383

323.488

323.546

323.582

323.605

Gibson&Fu

41.6773

393.194

0.95

H-model

47.8042

48.4144

48.6241

48.7045

48.7429

48.7641

48.7771

48.7856

517.151

523.147

524.731

525.283

525.537

525.674

525.755

525.808

Gibson&

Fu

64.1259

720.159

由表1可知：基于解析均匀化模型得到的板中心处最大无

量纲弯曲挠度 w̄max先随蜂窝高度的增加增长较为明显；随着

蜂窝高度的持续增加，w̄max增长逐渐放缓并最终收敛到某一

特定值。由于板中心处最大弯曲挠度经无量纲处理后不受蜂

窝高度几何改变影响，因而表1中数据可以体现出由蜂窝高度

改变引起的蜂窝芯子等效模量变化对夹芯板整体刚度产生的

影响，即捕捉到蜂窝夹芯板静力弯曲行为中蜂窝芯子的高度

效应。同时，通过对比表 1中不同板跨厚比，蜂窝芯子高度比

例下的 w̄max 发现，高度效应在 a/2h 较大，即板较薄时以及

hc/2h较大时较为明显；随着板的增厚或蜂窝芯子高度比例的

下降，高度效应逐渐减弱。此外，通过与基于传统蜂窝等效方

法（Gibson&Fu）得到的结果对比发现，当芯子高度比例较小

时，基于Gibson&Fu等效方法得到的 w̄max与基于解析均匀化模

型结果基本一致；随着 hc/2h的增加，基于不同等效模型得到

弯曲挠度结果差异逐渐增大。当 hc/2h = 0.95时，传统蜂窝等

效方法相对于解析均匀化方法较严重低估了蜂窝芯子的等效

刚度，其最大无量纲弯曲挠度 w̄max 相对误差分别为

31.6% (a/2h = 10)和 37.2% (a/2h = 20)。

6 结语

本文基于精化锯齿层合板理论建立了蜂窝夹芯板的静力

弯曲模型。模型借助于解析均匀化方法获取了双壁厚六边形

蜂窝芯子的等效力学参数，并因引入该方法而能够反映由蜂

窝高度改变引起的蜂窝芯子等效模量变化对弯曲挠度产生的

影响。基于虚功原理推导了平衡方程和边界条件，并以受双

向正弦载荷作用的四边简支板为例预测了蜂窝夹芯板的弯曲

挠度并探究了其高度效应。主要结论可概括为：

（1）当夹芯板跨厚比较小，即板较厚时，基于本文模型所

预测的板弯曲刚度与一阶剪切板理论（FSDPT）与高阶剪切板

理论（TSDPT）给出的结果基本一致。随着板的变薄，基于RZT

得到的结果明显小于一阶剪切板理论，略小于高阶剪切板理论。

（2）当蜂窝夹芯板跨厚比和芯层厚度比例取不同值时，不

受几何因素影响的蜂窝夹芯板无量纲屈曲载荷首先随蜂窝高

度的增加下降较为明显,，即发现高度效应；随着蜂窝高度的继

续增加，其值下降逐渐放缓并最终收敛到某一特定值，此后无

量纲屈曲载荷不再随蜂窝高度的增加而发生变化,高度效应消

失。蜂窝高度效应在板跨厚比、蜂窝芯层厚度比例取值较大

时较为明显。随着蜂窝芯层厚度比例的下降或板的变厚，高

度效应逐渐减弱直至消失。、
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