
4646

教学方法创新与实践·第 05 卷·第 01 期·2022 年 01月

数学抽象作为数学核心素养第一项，其重要意义不言

而喻，高中数学贯穿逻辑思维能力，尤其新高一学生，刚

进入高一，对于知识的掌握停留在初中数学的基础上，简

单地认为多做练习就能熟练地掌握，特别是函数的学习，

函数的定义到函数的性质以及基本初等函数的学习，停留

在运算的层面，对于知识的把控不能从核心掌握，导致大

多数学生认为高中数学极其难以掌握 ，特别是数学抽象的

掌握更是蜻蜓点水 [1]。

从一节高三数学的公开课我们发现，对于抽象函数的

理解甚至是概念性的错误，如抽象函数的定义域，值域，

很多老师抽象函数理解为数学抽象，更是贻笑大方，数学

抽象没有具体的定义，有点像模糊数学的概念，它的外延

比较模糊，但是内涵非常清楚，在石嘴山市高中数学优质

课比赛中，有两位教师分别从两个角度引入对数的概念，

课堂效果非常好，学生明白引入对数的概念就是为解决实

际问题而生。数学的精髓是用严密合理的逻辑思维思考问

题，并根据实际做出契合实际的行动方案 [2]。
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已知函数 xxxf −+= )1ln()( ，求证：当 1−>x 时，恒

有 xx
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解题分析：本题是证明不等式，通过构造两个函数，
分别从函数的最值出发，从其导数入手即可证明。

解：步骤一：
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∴当 01 <<− x 时， 0)( >′ xf ，即 )(xf 在 )0,1(−∈x

上为增函数，

当 0>x 时， 0)( <′ xf ，即 )(xf 在 ∈x 上为减

函数，

故函数 ( )f x 在 )0,1(− 上单调递增，在 上单调

递减。

于是函数 ( )f x 在 上的最大值为 )( max =xf

0)0( =f ，因此，当 1−>x 时， 0)0()( =≤ fxf ，即 )1ln( +x

0≤− x ∴ xx ≤+ )1ln( （右面得证）。
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当 ;0)(,)0,1( ∈<′−∈ xxgx 当时 0)(, >′ xg时 ，

即 )(xg 在 )0,1(−∈x 上为减函数，在 上为

增函数，

故函数 )(xg 在 上的最小值为 0)0()( min == gxg ，

∴ 当 1−>x 时， 0)0()( =≥ gxg ， 即 )1ln( ++x
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解题反思：通过移项法构造函数旨在解决比较大小的

问题，没有函数的变形，只是构造函数，体现的是不等式比

较大小的两种方法之一，其使用优势在于所构造的函数导

数恰好能解决问题，无论是对构造的数学做一阶导还是二阶

导，导数有最值。

换元法是指引入一个或几个新的变量代替原来的某些

变量，通过引入新的元素将分散的条件加以整合，其理论根

据是等量变换。

证明：对任意的正整数 t，不等式 2 3

1 1 1
ln( 1)
t t t
+ > − 都

成立。

解题分析：从所证结构出发，只需令
1
x

t
= ，则问题转

化为：当 0>x 时，恒有 32)1ln( xxx −>+ 成立，现构造

函数 )1ln()( 23 ++−= xxxxh ，求导即可达到证明。

解 ： 令 )1ln()( 23 ++−= xxxxh ， 则
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xxxh 在 上恒

正，

所以函数 )(xh 在 上单调递增，∴

时，恒有 ，0)0()( => hxh

即 0)1ln(23 >++− xxx ，∴ 32)1ln( xxx −>+

对任意正整数 t，取 ，则有

。

解题反思：

反思 1：我们知道，当 ( )F x 在 [ , ]a b 上单调递增，

则 x a> 时，有 ( )F x ( )F a> 。如果 ( )f a ＝ ( )a ，要证明

当 x a> 时， ( )f x > ( )x ，那么，只要令 ( )F x ＝ ( )f x

- ( )x ，就可以利用 ( )F x 的单调增性来推导．也就是说，

在 ( )F x 可导的前提下，只要证明 '( )F x >０即可。

反思 2：换元法注重等价换元，在构造函数的同时，注

重定义域的等价性。

若函数 y= )(xf 在 R上可导且满足不等式 x )(xf ′

>- )(xf 恒成立，且常数 a，b满足 a>b，求证：a )(af

>b )(bf 。

解：由已知 x )(xf ′ + )(xf >0∴构造函数

，

则 =)(' xF )(xf ′ + )(xf >0，从而 )(xF 在 R上为

增函数。

Q ba > ∴ )()( bFaF > 即 a )(af >b )(bf 。

解题反思：

反思 1：由条件移项后 )()( xfxfx +′ ，容易想到是一

个积的导数，从而可以构造函数 ，求导即可完

成证明。

反思 2：若题目中的条件改为 )()( xfxfx >′ ，则移项后

)()( xfxfx −′ ，要想到是一个商的导数的分子。

设不等式 mx2-2x-m+1﹤ 0对满足︱ m︱ ≤2的一切 m

都成立，求 x的取值范围。

解题分析：可以将原不等式化为（x2-1）m ﹤ 2x-

1①，采用分离变量法，视 x为主元，通过讨论 x2-1的符号

来求解。

解：（1）当 x2-1=O即 x=±1时，①成立⇔ 2x-1﹥ 0，

∴ x=1；

（2）当 x2-1 ﹥ 0即 x ﹤ -1 或 x﹥ 1时，由①式得

m﹤
2

2 1

1

x

x

−

−
，
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解得 1﹤ x﹤
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（3） 当 x2-1 ﹤ 0 即 -1 ﹤ x ﹤ 1 时， 由 ① 得 m ﹥
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解得
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综上可知：
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−
﹤ x﹤
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+
。

解题分析：视 m为主元，将原不等式看成关于 m的不
等式，进而将不等式的左边看成关于 m的函数，利用函数

的性质解题．

解答 2：设 2( ) (x 1)m 1 2 xf m = − + − ，

则︱ m︱ ≤2时，恒有 f（m）﹤ 0，

∴

2

2

(2) 2 2 1 0

( 2) 2 2 3 0
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f x x
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解题反思：第二种解法实现了“变换主元”思路，从

解题过程来看，视 m为主元比视 x为主元要简便得多．解

决问题常常出现正难则反，一个命题，原命题不好解决，我

们考虑逆否命题，变换主元实现换位思考，问题就解决起来

容易多了。

已知函数 .证明： ()1( − fx

0)( ≥x 。

证法 :令 ，要证明 ，只需证

。

因 )(')1()(F' xfxxfx −+=）（ 1ln)1( xxx ++−+=

)
1

)(ln1(
x

xx +−

，显然当 1=x 时， 0)(' =xF ，

当 10 << x 时， ， )(xF

在（0,1﹚递减；

当 1>x 时， ， )(' xF 的符号仍不能判定，求

二阶导数得

，从而 )(' xF 在 1>x 时递增，

0)1(')(' => FxF ， )(xF 在 ∞ )递增，所以当

1=x 时， 0)1()( min == FxF ，

故 0)( ≥xF 成立，原不等式成立。

解题反思：当函数取最大（或最小）值时不等式都成立，

可得该不等式恒成立，从而把不等式的恒成立问题可转化为

求函数最值问题．不等式恒成立问题可以转化为 0 ( )f x>

(或 0 ( )f x< )恒成立，，从而把不等式恒成立问题转化为

求函数的最值问题．因此，利用导数求函数最值是解决不等

式恒成立问题的一种重要方法 [3]。

将数学教学与落实核心素养紧密地联系到一起，是新

课改的重点，通过构造法解决函数问题，有以下几点收获：

①概念教学。在数学概念教学中，无论是数学定义或

者数学命题形成中，注重联系现实模型，让数学概念的形成

不再是数学家定义的，而是自然的，科学的。注重刻画概念

的本质，注重概念联系实际应用，实现概念来自于现实服务

于现实。

②数学应用。在数学应用教学中，2019年高考数学全

国卷 2选择题考察了数学应用，这道题变成了许多同学的拦

路虎，很多同学把这个题当成物理题，对其进行天体物理题

来解决，发现进入了死循环，最后无法求解 [4]。

2019年 1月 3日嫦娥四号探测器成功实现人类历史上

首次月球背面软着陆，我国航天事业取得又一重大成就，实

现月球背面软着陆需要解决的一个关键技术问题是地面与探

测器的通讯联系。为解决这个问题，发射了嫦娥四号中继星“鹊

桥”，鹊桥沿着围绕地月拉格朗日 2L 点的轨道运行。 2L 点

是平衡点，位于地月连线的延长线上．设地球质量为 1M ，

月球质量为 2M ，地月距离为 R， 2L 点到月球的距离为 r，

根据牛顿运动定律和万有引力定律，r满足方程：

1 2 1
2 2 3

( )
( )

M M M
R r

R r r R
+ = +

+

设
r

R
= ，由于 a的值很小，因此在近似计算中

3 4 5
3

2

3 3
3

(1 )

+ +
≈

+
，则 r的近似值为

A． 2

1

M
R

M
． 2
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M
R

M

C． 2
3
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3M
R

M
． 2
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13

M
R
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通过本题的解题过程，我们发现体现的就是根据题目

的已知条件进行解题分析，从我们熟悉的天体物理出发，精

心设计问题情景，核心是实现数学应用，培养学生用数学头

脑去想问题，增强学生用数学知识解决实际问题的意识 [5]。

在实践教学中，不能通过数量的优势替代解题反思，

合理的进行变式教学可以起到举一反三的效果，培养学生的

发散思维，借助于变式设问、变位思考、命题变换等引导学

生学会归纳和类比，做到方法归纳，题目归类，有效地克服

学生思维的肤浅性、盲目性和狭隘性等，而且能开拓解题思

路，培养探索意识，引导学生从不同途径寻求解决问题的

方法 .通过多问 ,多思 ,多用等激发学生思维的积极性和深

刻性。
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