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1 引言

三视角方法论是一种新的认识方法论或认识工具。三

元符号学被广泛应用于各个学科，它们在各领域得到一定

的应用和发展。20 世纪初皮尔士提出三元符号学，符号意

义分为三种：第一种叫做“直观意义”，它只是符号引起

的一种感觉，而不是真正的反应，皮尔士把这种意义看作

语义的潜能；第二种叫做“动态意义”，指的是符号在解

释活动中对个别解释者所产生的直接作用，它因人、因地、

因时而易；第三种叫做“终极意义”，它与符号使用者的

习惯或规则有关，是通过慎重考虑而被确认为某一符号之

真实意义 [1-2]。1948 年，美国语言学家派克提出每一种语言

都可以看成一种单位，认为可以用对比、变体和分布的方

法来分析这个单位，后来他又提出语言单位可以从粒子、波、

场三个方面进行考察 [3]。1985 年，美国心理学家斯腾伯格

提出“智力三元论”，智力的内在成分、成分与经验的关

系、成分的外部作用这三个方面构成了智力成分的亚理论、

智力情境亚理论和智力经验亚理论 [4-5]。20 世纪 80 年代，

美国教育家杜宾斯基提出的 APOS 理论是以建构主义为基

础的数学学习理论，它的核心是引导学生在具体的数学活

动中学习数学知识、分析数学问题，从而建构自己的数学

概念和数学思想 [6]。2017 年王德生在总结前人经验的基础

上提出三视角的方法论，认为万事万物都是由对比、变化、

分布三个视角组成。对比视角是事物不同于其他事物的特

征，变化视角是事物具体的变化特征，分布视角是事物特

征与其他事物特征的相互作用和影响 [7]。

作者将用三视角的方法论讨论矩阵的特征值与特征向

量的学习方法和教学设计，提出了一种学习新的数学概念

的方法，并应用于线性代数的课程教学中。

2 三视角方法论

如果把数学看作是一种符号语言，那么我们可以用多

视角的系统来探讨数学符号是如何表达意思的。通过研究

如何高效率地使用多视角系统来提高数学学习和数学教学

的效率，这也是数学教育研究的热点之一，对给定的一个

数学概念或数学过程，可以用不同的符号表示，如用代数

符号、几何符号、具体实物、具体实验、虚拟仿真等。不
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同的符号表示对学生会产生不同的学习效果，三视角方法论

告诉我们认识任何事物都可以从对比、变化和分布的三个视

角去认识和分析事物，并且不能缺少其中任何一个视角。

所谓对比视角，就是一个事物区别于其他事物的本质

特征，而这种对比的特性本身也是多视角的，如我们要认识

矩阵的特征值和特征向量，首先需要给出矩阵的特征值和特

征向量的定义，而这个定义就是它与其他概念的差别和对比，

这个定义不但具有高度概括性，还要具有一般普遍性。在这

里，对比视角的作用能帮助我们对比和区分概念，如果没有

对比视角的认识，我们就不知道我们认识的事物到底是什么。

所谓变化视角是指具有这一本质特性的事物，变化性

是通过一些具体的例子表现出来的。例如，我给出了矩阵的

特征值和特征向量的定义（对比视角），而它的本质特性又

有各种各样的具体表现形式，如特征值的性质、特征向量的

性质以及矩阵的相似对角化和奇异值分解等。而所有的这些

变化性，包括了它延伸出来的性质、定理、结论、举例，它

们本质上都是从定义生发出来的。因此，在数学的学习和教

学过程中，特别注重概念的区分和推演，只有这样才能在变

化视角中去完成推导和演绎。

任何一个概念，它都是统一性和多样性的结合体，有

时也叫做概念的内涵和外延，也就是这个概念的对比视角和

变化视角。这两个视角是认识一个概念的密不可分的最基础

部分，我们既不能离开定义就来讨论各种性质和结论，也不

能离开性质和结论来认识一个定义。所以，让学生理解定义

（对比视角）与性质（变化视角）之间的这种关系，可以实

现对概念的融会贯通，达到意想不到的学习效果。现行的许

多教材从代数上详细论证和归纳了特征值与特征向量的性质

和结论，也有少数教材在几何意义上对特征值与特征向量的

意义进行了论述，它们都对特征值与特征向量的变化视角进

行了详细阐述。

分布视角是指该事物与处境里其他事物的联系和影响，

任何一个事物，它都处在各种不同的处境里，总是会给处境

里的其他事物带来一定影响。例如，我们将矩阵特征值的理

论应用到其他学科和领域，就会找到与其他事物的关系和影

响，不但能解决实际问题，还能反过来研究矩阵特征值的

对比和变化视角。作者将用矩阵特征值分解得更一般的形

式——奇异值分解来讨论矩阵特征值的一个分布视角。

3 教学方法与实践

3.1 三视角分析
不管是从学习方法出发，还是从教学方法入手，我们

都是从不同的视角去认识矩阵的特征值与特征向量。而这个

多视角的内容，它包含了我们已有的知识基础、认知范围、

价值观念等。我们认识和了解任何事物、现象以及规律，都

可以从对比的视角、变化的视角和分布的视角去进行。我们

学习和研究矩阵的特征值与特征向量，也可以从对比、变化、

分布视角去深入分析它。矩阵特征值的对比视角是它的定义，

也是矩阵特征值区别于其他概念的本质特征；矩阵特征值的

变化视角是它的性质、定理以及它的外延概念等。它们都是

由定义演化出来的，而从定义到性质、定理的证明过程就是

对比视角到变化视角的演绎过程；矩阵特征值的分布视角就

是它的应用，就是它在各个学科和领域的关系和影响。下面

就用三视角的方法来学习和讨论矩阵的特征值与特征向量，

见图 1。

图 1  矩阵特征值三视角

3.2 特征值与特征向量的对比和变化视角
定义 1[8]：设 A 是数域 P 上的一个 n 阶矩阵，如果数 λ

和非零列向量 x 满足关系式：

   λ=Ax x  （1）
成立，那么数 λ 称为矩阵 A 的一个特征值，非零向量 x 称为

A 的对应于特征值 λ 的特征向量。

这里式（1）也可写成 ( ) 0λ− =A E x ，这是有n个未知数、

n 个方程的齐次线性方程组，它有非零解的充分必要条件是

系数行列式等于零，即：

   0λ− =A E  （2）
这是以 λ 为未知数的一元 n 次方程，称为矩阵 A 的特征方程。

行列式 −A Eλ 称为矩阵 A 的特征多项式，即：

    ( )f λ λ= −A E  （3）
它是数域 P 上的关于 λ 的 n 次多项式，E 是单位矩阵。

显然特征方程（2）的根就是矩阵 A 的特征值。特征方

程在复数域内有且仅有 n 个根（重根按重数计算），而在实

数域内不一定有根，因此特征根的个数不仅与 A 有关，与数

域 P 也有关。

性质 1：设 n 阶矩阵 ( )ija=A 的特征值为 1 2, , , nλ λ λ ， 
则有：

①

② 1 2 det( )nλ λ λ = A
性质 2：设 λ 是 n 阶矩阵 A 的特征值，则有： 2λ 是 2A

的特征值，当 A 是可逆矩阵时， 1−λ 是 1−A 的特征值。

性质 3：设 1 2, , , mλ λ λ 是 n 阶矩阵 A 的 m 个互不相

同的特征值， 1 2, , , mx x x 依次是与之对应的特征向量，

则 1 2, , , mx x x 线性无关。

性质 4：设 1λ 和 2λ 是 n 阶矩阵 A 的两个不同特征值，

1 2, , , sx x x 和 1 2, , , ty y y 分别是对应于 1λ 和 2λ 的线性

无关的特征向量，则 1 2 1 2, , , , , , ,s tx x x y y y  线性无关。

定义 2[8]：设 A B、 都是 n 阶矩阵，如果有可逆矩阵 U

使得 1− =U AU B ，则称 B 是 A 的相似矩阵，或称 A 与 B 相

https://baike.baidu.com/item/%E9%BD%90%E6%AC%A1%E7%BA%BF%E6%80%A7%E6%96%B9%E7%A8%8B%E7%BB%84/2225933
https://baike.baidu.com/item/%E5%85%85%E5%88%86%E5%BF%85%E8%A6%81%E6%9D%A1%E4%BB%B6/10943559
https://baike.baidu.com/item/%E7%B3%BB%E6%95%B0%E8%A1%8C%E5%88%97%E5%BC%8F/5063788
https://baike.baidu.com/item/%E7%89%B9%E5%BE%81%E5%A4%9A%E9%A1%B9%E5%BC%8F
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似。对 A 进行运算 1−U AU 称为对 A 进行相似变换，可逆矩

阵 U 称为把 A 变成 B 的相似变换矩阵。

定义 3[8]：设 A 是 n 阶矩阵，如果有相似变换矩阵 U，

使得 1− =U AU Λ 为对角矩阵，则称为把矩阵 A 相似对角化。

定理 1[8]：n 阶矩阵 A 能相似对角化的充分必要条件是

A 有 n 个线性无关的特征向量。

定理 2[8]：设 A 是 n 阶实对称矩阵，则必有正交矩阵 P，

使 1 T− = =P AP P AP Λ ，其中 Λ 是以 A 的 n 个特征值为对

角元素的对角矩阵。将实对称矩阵相似对角化，就称为实对

称矩阵的特征值分解。

定义 4[9]：设 A 是数域 P 上的 m n× 矩阵，则存在一个

分解，使得：

   *=A USV  （4）

其中，U 是 m m× 阶酉矩阵；S 是 m n× 阶对角矩阵； *V
是 n n× 阶酉矩阵。这样的分解就称为矩阵 A 的奇异值分解

（SVD）。矩阵 S 对角线上的元素 iis 即为 A 的奇异值，用

Matlab 进行 SVD 分解得到的奇异值由大到小排列。如此，

矩阵 S 便能由矩阵 A 唯一确定。

设 A 是 m n× 阶矩阵，将矩阵 A 进行奇异值分解，于是

A 可以分成若干个秩一矩阵（秩为 1 的矩阵）之和：

   1 1 1 2 2 2
T T T

r r r= + + +A u v u v u vσ σ σ  （5）

其中， 1 2, , , rσ σ σ 是 A 的奇异值， min{ , }r m n≤ ， iu 和 iv
（ 1,2, ,i r=  ）分别表示 m 维奇异向量和 n 维奇异向量 [10]。

3.3 特征值与特征向量的分布视角
奇异值分解（SVD）是一种非常重要的矩阵分解理论，

广泛应用于信号处理、图像压缩、统计学等领域。由于特征

值分解只适用于特定类型的方阵，而奇异值分解能够用于任

意类型矩阵的分解，因此奇异值分解的适用范围更广 [11]。

但是奇异值分解在一般的《高等代数》和《线性代数》教材

中却很少被提及，下面作者将从分布视角出发，以案例的形

式深入探讨矩阵的奇异值分解在图像处理中的应用。

数字图像可以看作是包含非负实数的矩阵。图像就是一

个矩阵，矩阵的大小就是图像像素的大小。假设 A 是 m n×

阶矩阵，对 A 进行 SVD 分解得：

1 1 1 2 2 2
T T T

r r rσ= + + +A u v u v u vσ σ
其中， 1 2, , , rσ σ σ 是 A 的奇异值， min{ , }r m n≤ ， iu 和 iv
（ 1,2, ,i r=  ）分别表示 m 维奇异向量和 n 维奇异向量。

我 们 用 Matlab 对 矩 阵 A 进 行 SVD 分 解， 满 足

1 2 0r≥ ≥ ≥ >σ σ σ 。这里由于奇异值按从大到小的顺序排

列，我们尝试着只保留较大的奇异值，舍去较小的奇异值，

恢复后的图像会是什么情形呢？如果只保留第 1 个奇异值

1σ ，即只保留式（5）右边第 1 项，令 1 1 1 1
T=A u vσ ，恢复的

图像如图 2 所示，图像模糊不清，完全看不清楚图像轮廓；

我们试着多增加几项，取式（5）右边的前 5 项，保留前 5

个奇异值：

5 1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4 5 5 5
T T T T Tσ σ σ σ σ= + + + +A u v u v u v u v u v

恢复后的图像如图 3 所示，隐约可以辨别图像的轮廓了，但

还是很模糊；如果保留前 20 个奇异值：

20 1 1 1 2 2 2 20 20 20
T T Tσ σ σ= + + +A u v u v u v

恢复后的图像如图 4 所示，虽然图像还有些模糊，但已经能

辨别出这是 Lana 的脸了；如果保留前 50 个奇异值：

50 1 1 1 2 2 2 50 50 50
T T Tσ σ σ= + + +A u v u v u v

恢复后的图像如图 5 所示，它已经和原图非常接近了；如果

保留前 200 个奇异值，恢复后的图像如图 6 所示，在视觉上

已经与原图没有差距了。

通过实验，我们从特征值的分布视角进行讨论分析，

对图像的矩阵进行 SVD 分解和图像恢复，使得线性代数的

教学内容变得生动有趣。但还有许多问题需要留给学生去进

一步挖掘和发现。例如，对矩阵 A 进行 SVD 分解得到的奇

异值到底代表了什么？ m m× 阶酉矩阵 U 和 n n× 酉矩阵 V *

的实际意义是什么？ SVD 分解在线性空间中的几何意义是

什么等。这里奇异值一般是比较稳定的，不容易受到其他值

的影响，用 SVD 分解对图像进行处理，奇异值通常指图像

的亮度，奇异向量构成的矩阵 U 和 V * 代表图像的几何纹理

特征。矩阵的奇异值分解在图像处理这一处境中有其非常重

要的意义。对比视角、变化视角是着重于数学概念自身，而

分布视角则是着重于与其他事物的关系，一个概念它的分布

视角往往是非常丰富的，奇异值分解也被广泛应用于信号处

理、统计分析等领域。

4 结语

线性代数的是一门应用性很强，但又在理论上进行了

高度抽象的数学学科。每一个数学概念的提出，都是在各个

学科和各个领域应用的高度概括。对比视角、变化视角是着

重于数学概念自身，而分布视角则是着重于与其他事物的关

系，也就是应用在分布视角里，我们必须要同时使用对比视

角和变化视角，所以这三个视角必须同时使用。通过三视角

的方法论，我们认识到一个数学概念的分布视角往往是非常

丰富的，在数学的学习和教学过程中，想要更深入地了解一

个事物或概念，必须从它的对比、变化和分布视角来进行学

https://baike.sogou.com/lemma/ShowInnerLink.htm?lemmaId=53544622&ss_c=ssc.citiao.link
https://baike.sogou.com/lemma/ShowInnerLink.htm?lemmaId=10488342&ss_c=ssc.citiao.link
https://baike.sogou.com/lemma/ShowInnerLink.htm?lemmaId=1466291&ss_c=ssc.citiao.link
https://baike.sogou.com/lemma/ShowInnerLink.htm?lemmaId=73014811&ss_c=ssc.citiao.link
https://baike.sogou.com/lemma/ShowInnerLink.htm?lemmaId=73014811&ss_c=ssc.citiao.link
https://baike.sogou.com/javascript:
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习和分析，从而形成多元化的学习方法和教学方法。将三视

角的方法论融入到教学内容设计和教学方法中，并将线性代

数的理论部分和科学外延巧妙结合起来，改变学生认为线性

代数就是一门抽象、枯燥的基础课程的表面认识，使学生真

正掌握线性代数的理论和方法，激发学生热爱科学、积极进

行科学探索和科学创新的意识和兴趣。
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