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振动现象是自然界普遍存在的现象。例如，钟摆的摆动、

气缸内活塞的运动、弦乐器中琴弦的振动以及人的心脏跳

动等。虽然振动形式多种多样，但均遵从相同的特征和运

动学规律。在各种振动中，最简单、最基本、最普遍的振

动是简谐振动，其他任何复杂的振动都可分解为若干简谐

振动的叠加。因此，论文主要讨论简谐振动的证明方法。

如图 1所示，轻弹簧一端固定，另一端与质量为 m的

物体相连，置于光滑水平面上，如果把物体从平衡位置拉

开一定距离后释放，一切阻力不计。此时小球位于平衡位

置 O点，现在把小球拉离平衡位置到达点 A，小球运动如

图 1所示，小球在弹力作用下在其平衡位置附近往复运动，

这种理想的振动系统称为弹簧振子。把小球视为质点，取

物体平衡位置 O点为坐标原点，x轴正向向右建立坐标，任

意位置 x处，物体在受到弹力指向平衡位置 Fx的作用下围

绕平衡位置的运动叫做简谐振动。其中， F kx= − 。

图 1

k为弹簧的劲度系数，只与弹簧本身的性质有关。负号

表示力的方向与位移方向相反。由牛顿第二定律列出物体

运动微分方程：

（1）
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整理（1）得： 令 2
0

k

m
= ，则有：

（2）

其中，
m

k
=0 决定于弹簧的劲度系数和振子的质量，

解（2）得：

)sin( 0 += tAx （3）

根据上述简谐振动的定义（3）式为简谐振动方程。

例 1，如图 2中（b）所示轻质弹簧的一端固定，另一

端系一轻绳，轻绳绕过滑轮连接一质量为 m的物体，绳在

轮上不打滑，使物体上下自由振动，求物体做简谐振动。已

知弹簧的劲度系数为 k，滑轮的半径为 R，转动惯量为 J。

设向下为坐标轴正方向。

图 2

解法一：动力学方法

首先对物体、滑轮、弹簧的受力情况分析，如分解图 2

中（d）（c）（a）所示，选取坐标 ox向下为正方向，坐标

原点位于物体静止平衡位置，此时弹簧的型变量为 b，有

（4）

（5）

2 0T kb− = （6）

联立（4）（5）（6）解得：

m
g

k
（7）

当物体偏离平衡位置 x时，物体和滑轮的运动学方程

分别

2

1 2

d x
mg T m

dt
− = （8）

1 2T R T R Ja− = （9）

2 (b x)T k= + （10）

由题目可知绳子在滑轮上不打滑：

2

2 c

d x
Ra a

dt
= = （11）

由（9）（10）联立消去 2T 得：

1 ( )T R kR b x Ja− + = （12）

再由（8）（9）联立消去 1T得：

2

2
( )

J d x
mg a k b x m

R dt
− + + = （13）

联立（7）（11）（13）消去 a得：

2
2

2

2

d x k
x w x

Jdt m
R

= − = −
+

（14）

上式即为简谐振动所满足的微分方程，式中 w为简谐

振动的角频率。

令
2

k
w

J
m

R

=

+
，解（14）得物体的运动规律可表为：

。

解法二：能量法

取地球，轻弹簧，滑轮和质量为 m的物体为系统，在

物体上下自由振动的过程中，系统不受外力，在整个系统内

无非保守力做功，所以系统的机械能守恒。

令物体 m偏离平衡位置 x时，物体的运动速度为 v，弹

簧伸长量为（ b），滑轮的

转动角速度 w，由系统机械能守恒。有

（15）

其中， ，

对（15）x求关于时间 t的一阶导数，得：

2

1
( ) 0k x b x mx x Jx x mgx

R
′ ′ ′′ ′ ′′ ′+ + + − = （16）

（16）式两边同时除以 x′得：

2

1
( ) 0k x b mx Jx mg

R
′′ ′′+ + + − = （17）

整理（17）得：

其中， kb。因此，

（18）

式中，w为简谐振动的角频率，令
2

k
w

J
m

R

=

+
，解（18）

的物体的运动规律可为 。

两种解法各有千秋 ,动力学方法过程复杂，但思考简单，

能量分析法，过程简单，但思考复杂，它是从系统能量的角

度来考虑问题。

解法一：牛顿第二定律（合力法）

单摆摆长为 r，小球质量为 m。将小球视为质点，建立

如图 3所示的直角坐标系O − xy，对质点进行受力分析，它

受自身重力和悬线拉力的合力 tF作用，在 tF作用下在竖直面

内沿圆弧摆动。质点所受合力大小 sin | |tF mg= ,且总指向
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0= 这个平衡位置。当角位移 o5≤ 时， sin ≈ ，所受合

力为

tF mg= − （19）

所受合力与角位移反向，促使质点回到平衡位置。小球

离开平衡位置的位移 rx = ，根据牛顿第二定律得

（20）

移项整理为：

（21）

令
2
0=

r

g
，则有：

（22）

图 3

解法二：刚体转动定律（力矩法）

建立如图 4所示的直角坐标系O − xy小球质量为m，

摆长为 r。则小球绕 O点转动的转动惯量为： mr2，小球

受到的重力矩： sinmgrM −= 当 o5≤ 时， ≈sin ，则有：

mgrM −= 根据刚体转动定律： Ia。

由以上得： ，其中 ，是小球绕

O转动的角加速度，则有 ，移向化简得：

。

令
2
0=

r

g
，则有：

（23）

解法三：保守力系的拉格朗日方程

例 1：证明单摆做简谐振动

建立如图 4所示的直角坐标系 O-xy，设单摆摆长为 l，

小球质量为 m，把小球视为质点，取 θ为广义坐标，则小球

摆动的速率 &lv = ，拉格朗日函数为

(选取点 O为零势能点 )，把上式代入到保守力系的拉格朗日

方程 中得 0sin =+
l

g&& 。在 o5≤ 时， ≈sin ，

则有： 0=+
l

g&& 。令 2
0=

l

g
，则有： 02

0 =+&& 即

（24）

l

g
=0 只与振动系统本身的性质有关，所以单摆做简

谐振动。

图 4

解法四：机械能守恒定律

建立如图 4所示的直角坐标系 xy,由机械能守恒定

律得：

（25）

其中，v=r×ω， 为小球摆动的角速度。因为 r与

ω的方向垂直，所以 由于 θ很小，cosθ按泰勒级

数展开取前两项得
2

1cos
2

−≈ ，对（25）式中 θ求关于时间

t的一阶导数得： 令
2
0=

r

g
，则有： 。

一个物体是否做简谐振动，我们可从动力学方法和能量

分析方法作出判断 .动力学的分析方法可由物体所受系合力

（力矩）即从牛顿第二定律和刚体转动定律是否满足简谐振

动的动力学特征（或简谐振动的微分方程）。也可以由能量

法进行判断，能量分析方法也可以分为机械能守恒定律和保

守力系的拉格朗日方程两种形式，首先需要确定振动系统确

定系统的机械能是否守恒，然后需要确定振动物体平衡位置

和相应的势能零点，再写出物体在任意一位置时的机械能表

达形式，并将其一对时间求阶导数后与简谐振动的微分方程

作比较，最后作出是否作简谐振动的判断。若用保守力系的

拉格朗日方程，首先要确定振动系统受到的力是否为保守力，

找到广义坐标，求出振动系统的动能和势能，并得出拉格朗

日函数，把拉格朗日函数代入保守力系的拉格朗日方程中，

化简后与简谐振动的微分方程作比较，最后判断物体是否做

简谐振动的判断。

通过以上实例分析，已经能够很好地反映了动力学方
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法和能量法各有千秋，动力学方法适合于简单振动系统且物

体受力简单，能量法适用于振动系统复杂且机械能守恒的简

谐振动，它可以避免对振子受力分析带来的困难。能量法探

讨推理严谨，又便于理解和掌握，是一种探讨简谐振动规律

的好方法。因此，证明过程的难易程度关键在于方法的选取，

希望能为研究生入学考生提供帮助。
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