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1 不超过 x 的素数个数

设 1~7 之间的素数个数为 π(7)，7~72 之间的素数个数为

π'(72)。

7~72 之间的素数个数为 π'(72)，等价于命题：

在 1~7 之间，若 2，3，5，7 的排列顺序不变，区间 7~72

之间生成 π'(72)个素数，区间 7~7 2 之间生成 π'(72) 个与 2，3，

5，7 互质的整数，区间 [1,72] 生成 1+π'(72) 个与 2，3，5，7

互质的整数。

又等价于命题：在任意连续的 7 个自然数中，若 2，3，

5，7 的倍数与 1~7 之间 2，3，5，7 的倍数排列顺序相同，与

区间 7~72 等距的相邻区间将生成 π'(72) 个与 2，3，5，7 互

质的整数。

因此，对于任一区间 [72k+1, 72(k+1)]，此区间与区间 [1,72]

相比，在其中任意连续 7 个自然数中，若 2，3，5，7 的倍数

与 1~7 之间 2，3，5，7 的倍数排列顺序相同，区间 [72k+1, 

72(k+1)] 最多生成 2+2π'(72) 个与 2，3，5，7 互质的整数 [1]。

引理 1：区间 [72k+1,72(k+1)] 与 2，3，5，7 互质的整数

最多个数为：2+2π'(72)

证明：

等距区间 [72k+1,72(k+1)] 与区间 [1,72] 相比，在其中任意

连续的 7 个自然数中，若 2，3，5，7 的倍数与 1~7 之间 2，

3，5，7 的倍数（2，3，5，7 可看作素数 2，3，5，7 的 1 倍）

排列顺序相同，由自然数的连续性可知，在其相邻反方向上

与区间 7~72 等距的区间，必然会生成 π'(72) 个与 2，3，5，7

互质的整数。

即 其 中 2，3，5，7 的 倍 数 排 列 顺 序 为 7n，5n，3n，

2n，2n，3n，5n，7n，因此，在等距区间 [72k+1, 72(k+1)] 中，

最多生成 1+π'(72)+1+π'(72)=2+2π'(72) 个与 2，3，5，7 互

质的整数。

即：等距区间 [72k+1, 72(k+1)] 与 2，3，5，7 互质的整数，

最多比区间 [1,72] 增加 1+π'(72) 个，最多不超过区间 [1,72] 与

2，3，5，7 互质的整数个数的两倍。
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因此，区间 [72k+1, 72(k+1)] 与 2，3，5，7 互质的整数最

多个数为：2+2π'(72)

如：k=4，等距区间 [197,245]，

197，199，203，205，207，209，210，

211，213，215，217，221，223，227，229，233，239，241

整数 210 左右两边，2，3，5，7 的倍数排列顺序为：

7n，5n，3n，2n，2n，3n，5n，7n。

由欧拉函数可知：不超过 7×2×3×5×7=7×210 与 2，

3，5，7 互质的奇数个数为 7×(2-1)(3-1)(5-1)(7-1)，

其中：区间 [72k+1, 72(k+1)] 的个数为 7×
210
72

则：7×(2-1)(3-1)(5-1)(7-1)<[2+2π'(72)]×7×
210
72

π'(72)>
1
2

×72×(1-
1
2

)(1-
1
3

)(1-
1
5

)(1-
1
7

)-1

=
1
2

×72×∏(1-
1
p

)-1（∏ 为连乘积符号，p 为不超过

7 的素数）

设 1~72 之间的素数个数为 π(72)，则：

π(72)>
1
2

×72∏(1-
1
P

)+π(7)-1

将上式中的 7 换成素数 P，P~P2 之间的素数个数为π'(P2)，

同理可证：

引理 2：区间 [P2k+1, P2(k+1)] 与 P（P 为不超过素数 P

的素数）互质的整数最多个数为：2+2π'(P2)

由欧拉函数可知：

不超过 P∏p 与 p 互质的奇数个数为 P∏(p-1)，

其中：区间 [P2k+1, P2(k+1)] 的个数为 P×
∏p
p2

则：P∏(p-1)<[2+2π'(P2)]　P×
∏p
p2

π'(P2)>
1
2

×P2∏(1-
1
p

)-1(∏ 为连乘积符号，p 为不超

过 p 的素数 )

不超过 P2 的素数个数为 π(P2)，则：

π(P2)>
1
2

×P2∏(1-
1
p

)+π(P)-1，π(P) 为不超过 P 的

素数个数。

将上式中的 P2 换成自然数 x(x≥4)， x ~x 之间的素数个

数为 π'(x)，同理可证：

引理 3：区间 [xk+1, x(k+1)] 与 p（p 为不超过 x 的素数）

互质的整数最多个数为：2+2π'(x)

由欧拉函数可知：

不超过 x∏p 与 p 互质的奇数个数为 x∏(p-1)，

其中：区间 [xk+1, x(k+1)] 的个数为 x×
∏p

x

则：x∏(p-1)<[2+2π'(x)]x×
∏p

x

π'(x)>
x
2

∏(1-
1
p

)-1（∏ 为连乘积符号，其中 p 为不

超过 x 的素数）

不超过 x 的素数个数为 π(x)，则：

π(x)>
x
2

∏(1-
1
p

)+π( x )-1>
x
2

∏(1-
1
p

)-1，

π( x ) 为不超过 x 的素数个数。

由不超过 x 的素数个数容斥公式可知：

π(x)=x∏(1-
1
P

)+R(n)+π( x )-1

其中余项 R(n) 为 2n 个不规则项之和，n 为不超过 x 的

素数个数。

反推出：素数个数容斥公式中余项 R(n) 绝对值的上限为：

x
2

∏(1-
1
p

)

即素数个数容斥公式中余项 R(n) 绝对值的上限为主项

x∏(1-
1
p

) 的一半 [2]。

2 不超过 x 的孪生素数数目

设 1~7 之间的素数个数为 π(7)，7~72 之间的孪生素数

(p-2, p) 数目为 T'(72)。

7~72 之间的孪生素数数目为 T'(72)，等价于命题：

在 1~7 之间，若 2，3，5，7 的倍数排列顺序不变，区

间 7~72 之间生成 T'(72) 对孪生素数，区间 7~72 之间生成 T'(72)

个 q 与 3，5，7 互质且 q-2 与 3，5，7 互质的奇数 q，区间

[1, 72] 生成 1+T'(72) 个 q 与 3，5，7 互质且 q-2 与 3，5，7 互

质的奇数 q。

又等价于命题：在任意连续的 7 个自然数中，若 2，3，

5，7 的倍数与 1~7 之间 2，3，5，7 的倍数排列顺序相同，与

区间 7~72 等距的相邻区间将生成 1+T'(72) 个 q 与 3，5，7 互

质且 q-2 与 3，5，7 互质的奇数 q。

因此，对于任一区间 [72k+1, 72(k+1)]，此区间与区间 [1,72]

相比，在其中任意连续的 7 个自然数中，若 2，3，5，7 的倍

数与 1~7 之间 2，3，5，7 的倍数排列顺序相同，区间 [72k+1, 

72(k+1)] 最多生成 2+2T'(72) 个 q 与 3，5，7 互质且 q-2 与 3，

5，7 互质的奇数 q。

引理 4：区间 [72k+1, 72(k+1)] 中 q 与 3，5，7 互质且 q-2

与 3，5，7 互质的奇数 q 最多个数为：2+2T'(72)
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证明：

等距区间 [72k+1, 72(k+1)] 与区间 [1,72] 相比，在其中任

意连续的 7 个自然数中，若 2，3，5，7 的倍数与 1~7 之间 2，3，5，

7 的倍数（2，3，5，7 可看作素数 2，3，5，7 的 1 倍）排列

顺序相同，由自然数的连续性可知，在其相邻反方向上与区

间 7~72 等距的区间，必然会生成 T'(72) 个 q 与 3，5，7 互质

且 q-2 与 3，5，7 互质的奇数 q。

即其中 2，3，5，7 的倍数排列顺序为：7n，5n，3n，

2n，2n，3n，5n，7n 因此，在等距区间 [72k+1, 72(k+1)] 中，

最多生成 1+T'(72)+1+T'(72)=2+2T'(72) 个 q 与 3，5，7 互质且 q-2

与 3，5，7 互质的奇数 q。

即：等距区间 [72k+1, 72(k+1)] 中 q 与 3，5，7 互质且 q-2

与 3，5，7 互质的奇数 q，最多比区间 [1,72] 增加 1+T'(72) 个，

最多不超过区间 [1,72] 中 q 与 3，5，7 互质且 q-2 与 3，5，7

互质的奇数 q 的个数的两倍。

因此，区间 [72k+1,72(k+1)] 中 q 与 3，5，7，互质且 q-2

与 3，5，7 互质的奇数 q 最多个数为：2+2T'(72)

由 Φ(m) 函数的性质 [3] 可知，

不超过 7×2×3×5×7=7×210 的奇数中 q 与 3，5，7 互

质且 q-2 与 3，5，7 互质的奇数个数为 7×(3-2)(5-2)(7-2)，

其中：区间 [72k+1, 72(k+1)] 的个数为 7×
210
72

则：7×(3-2)(5-2)(7-2)<[2+2T'(72)]×7×
210
72

T'(72)>
1
2

×72×
1
2

(1-
2
3

)(1-
2
5

)(1-
2
7

)-1

=
1
4

×72×∏(1-
2
p

)-1(∏ 为连乘积符号，p 为不超过 7

的奇素数 )

设 1~72 之 间 的 孪 生 素 数 数 目 为 T(72)， 则：T(72)>
1
4

×72×∏(1-
2
p

)-1

将上式中的 7 换成奇素数 P，P~P2 之间的孪生素数 (p-2,p)

数目为 T'(P2)，同理可证：

引理 5：区间 [P2k+1, P2(k+1)] 中 q 与 p 互质且 q-2 与 p

互质（p 为不超过的素数 P 的奇素数 ) 的奇数 q 最多个数为：

2+2T'(72)

由 Φ(m) 函数的性质可知：

不超过 P∏p 的奇数中 q 与 p 互质且 q-2 与 p 互质（p 为

不超过奇素数 P 的奇素数 ) 的奇数个数为 P∏(p-2)，

其中：区间 [P2k+1, P2(k+1)] 的个数为 P×
∏p
p2

则：P∏(p-2)<[2+2T'(p2)]　p×
∏p
p2

T'(p2)>
1
4

×p2∏(1-
2
p

)-1(∏ 为连乘积符号，其中 p 为

不超过奇素数 P 的奇素数 )

不超过 p2 的孪生素数数目为 T(p2)，则：

T(p2)>
1
4

×p2∏(1-
2
p

)-1

将上式中的 P2 换成自然数 x(x≥9)， x ~x 之间的孪生素

数 (p-2，p) 数目为 T'(x)，同理可证：

引理 6：区间 [xk+1, x(k+1)] 中 q 与 p 互质且 p-2 与 p 互

质 (p 为不超过 x 的奇素数 ) 的奇数 q 最多个数为：2+2T'(x)

由 Φ(m) 函数的性质可知：

不超过 x∏p 的奇数中 q 与 p 互质且 q-2 与 p 互质 (p 为

不超过 x 的奇素数 ) 的奇数个数为 x∏(p-2)

其中：区间 [xk+1,x(k+1)] 的个数为 x×
∏p

x

则：x∏(p-2)<[2+2T'(x)]x×
∏p

x

T'(x)>
x
4

∏(1-
2
p

)-1（∏ 为连乘积符号，其中 p 为不超

过 x 的奇素数）

不超过 x 的孪生素数数目为 T(x)，则：

T(x)>
x
4

∏(1-
2
p

)-1

即：不超过 x 的孪生素数数目 T(x) 下限式为：

T(x)>
x
4

∏(1-
2
p

)-1

或：T(x)>x·c∏(1-
1
p

)2-1　c=∏(1-
1

(p-1)2 )

∏(1-
1
p

)2 中，p 为不超过 x 的素数，c=∏(1-
1

(p-1)2 中，

p 为不超过 x 的奇素数。

3 偶数 x 可以表示为 (1+1) 的表示数

在偶数 x(x≥10) 中，设 G'(x) 为素数 p 的个数（p 为素数

且 x-p 也为素数，P<p<P2，P 为不超过 x 的最大素数）

同理可证：

引理 7：区间 [P2k+1, P2(k+1)] 中 q 与 p 互质且 P∏p+x-q

与 p 互质 (p 为不超过 x 的最大素数 P 的奇素数）的奇数 q

最多个数为：2+2G'(x)(x-1 与 p 互质 ) 或 2G'(x)

由 Φ(m) 函数的性质可知：

不超过 P∏p 的奇数中 q 与 p 互质且 P∏p+x-q 与 p 互质
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(p 为不超过 x 的最大素数 P 的奇素数）的奇数 q 个数为：

P∏(p-2)∏
(p-2)
(p-1)

，∏
(p-2)
(p-1)

中，p 为 x 的奇素因子。其中：区

间 [P2(k+1), P2(k+1)] 的个数为 P×
∏p
P2 。

则：P∏(p-2)∏
(p-2)
(p-1)

<[2+2G'(x)] P×
∏p
P2

或：P∏(p-2)∏
(p-2)
(p-1)

<[2G'(x)] P×
∏p
p2

G'(x)>
1
4

×P2∏(1-
2
p

)∏
(p-2)
(p-1)

-1

P 为不超过 x 的最大素数，∏(1-
2
p

) 中，p 为不超过

x 的最大素数 P 的奇素数。

设 G(x) 为偶数 x(x≥10) 可以表示为两个素数之和或 (1+1)

的表示数，则：

G(x)>
1
4

×P2∏(1-
2
p

)∏
(p-2)
(p-1)

-1

或：G(x)>P2·c∏(1-
2
p

)2∏
(p-2)
(p-1)

-1　c=∏(1-
(p-1)2

1
)

∏(1-
1
p

)2 中，p 为不超过 x 的最大素数 P 的素数，

∏
(p-2)
(p-1)

中，p 为 x 的奇素因子，c=∏(1-
(p-1)2

1
) 中。

在偶数 x(x≥10) 中，设 G'(x) 为 x ~x 之间素数 p 的个数（p

为素数且 x-p 也为素数），

同理可证：

引 理 8： 区 间 [xk+1, x(k+1)] 中 q 与 p 互 质 且 x∏p+x-q

与 p 互质（p 为不超过 x 的奇素数）的奇数 q 最多个数为：

2+2G'(x)(x-1 与 p 互质 ) 或 2G'(x)

由 Φ(m) 函数的性质可知：

不超过 x∏p 的奇数中 q 与 p 互质且 x∏p+x-q 与 p 互质

（p 为不超过 x 的奇素数）的奇数 q 个数为：x∏（p-2）

∏
(p-2)
(p-1)

，∏
(p-2)
(p-1)

中，p 为 x 的奇素因子。

其中：区间 [xk+1, x(k+1)] 的个数为 x×
∏p

x

则：x∏（p-2）∏
(p-2)
(p-1)

<[2+2G'(x)]x×
∏p

x

或：x∏（p-2）∏
(p-2)
(p-1)

<[2G'(x)]x×
∏p

x

G'(x)>
x
4

∏(1-
2
p

)∏
(p-2)
(p-1)

-1

∏(1-
2
p

) 中，p 为不超过 x 的奇素数。

设 G(x) 为偶数 x(x≥10) 可以表示为两个素数之和或 (1+1)

的表示数，则：

G(x)>
x
4

∏(1-
2
p

)∏
(p-2)
(p-1)

-1

即：偶数 x(x≥10) 可以表示为两个素数之和或 (1+1) 的表

示数 G(x) 下限式为：

G(x)>
x
4

∏(1-
2
p

)∏
(p-2)
(p-1)

-1

或：G(x)>x·c∏(1-
1
p

)2∏
(p-2)
(p-1)

-1　c=∏(1-
(p-1)2

1
)

∏(1-
1
p

)2 中，p 为不超过 x 的素数，∏
(p-2)
(p-1)

中，p

为 x 的奇素因子，c=∏(1-
(p-1)2

1
)中，p 为不超过 x 的奇素数。

可见，当 x=2n 偶数 x(x≥10) 可以表示为 (1+1) 的表示数

与不超过 x 的孪生素数数目的下限相同。
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