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Abstract
In this paper, the relations among absolute continuous function, calculus, its basic theorem and bounded variation function are briefly 
studied and summarized.
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摘　要

论文对绝对连续函数、微积分和其基本定理以及有界变差函数这三者间的关系进行了简单研究总结。  
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1 预备知识

1.1 绝对连续函数

假 设 f（x） 是 [a,b] 上 的 有 限 函 数， 那 么 对 于 任 意

的 ε>0， 存 在 δ>0, 使 得 对 于 在 闭 区 间 [a,b] 上 任 意 有 限

个 互 不 相 交 的 开 区 间（a1,b1）,（a2,b2） …，（an,bn）， 当

δ<−∑
=

n

i
ii ab

1
)( 的时候，就会有 ( ) ε<−∑

=

n

i
ii afbf

1
)( ，那么我们

称 f（x） 在 闭 区 间 [a,b] 上 的 一 个 绝 对 连 续 函 数， 从 而 令

( )∑
=

−=∆
n

i
ii ab

1
，f（x）在 [a,b] 上绝对连续的充分必要条件为：

当△→ 0 时候， ( ) 。ε<−∑
=

n

i
ii afbf

1
)(

1.2 微积分基本定理

若函数 f（x）在 [a,b] 上连续，且存在原函数 F（x），

即 F'（x）=f（x），x ∈ [a,b]，则 f（x）在 [a,b] 上可积，且

。上式成为牛顿 - 莱布尼茨公式，也常

写成 。

1.3 有界变差函数

设 f（x）为 [a,b] 上的有限函数，如果对于 [a,b] 的一切

分划 T，使得

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


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n
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ii xfxf

1
1)()( 成一有界数集，则称 f（x）

为 [a,b] 上的有界变差函数，而且有界变差函数必能分解成两

个单调增加函数的差。

1.4 Lebesgue 定理

假设 f（x）是 [a,b] 上的单调函数，则：

（1）f（x）在 [a,b] 上几乎处处存在导数 f'（x）。

（2）f'（x）在 [a,b] 上可积。

（3）如果 f'（x）为增函数，有 。

2 相关结果的讨论

2.1 绝对连续函数与有界变差函数之间的关系

分析：绝对连续函数一定是有界变差的，有界变差函数

未必是绝对连续函数。

证明：（1）假设 f（x）是 [a,b] 上的绝对连续函数，于

是取 ε=1 按定义，存在 δ>0，对任意有限个互不相交的开区

间 {av,bv} 只要 <δ，则 ( ) .1)(
1

<−∑
=

n

i
ii afbf <1。将区间 [a,b]M等分，

得到分点组 a=x0<x1<…<xM=b

对 [xi-1,xi] 上任何一组分点 xi-1=Z0<Z1<…<Zk=xi

由于 所以由于 ,)( 11 δ<−=− −−∑ ii
k

kk xxzz ，所以 VF（Z0,…,ZK）≤1
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。所以 F（x）

是有界变差的。

（2）关于有界变差函数

必是绝对连续函数，可以举一反例：跳跃函数是有界变

差函数但是不是绝对连续函数。

2.2 连续函数与有界变差函数之间的关系

连续函数不一定是有界变差函数，例如：
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但是 ( )不是有界变差的。即，所以但是 xfxxxV
k nf

n

kn
.),,(sup1lim 10

1
∞=∞=∑

=
∞→

，所以 SUPVf(x0,x1,…xn)= ∞。即 f（x）

不是有界变差的。

2.3 满足 Lipschitz 条件的函数一定是绝对连续函数

证明：假设 f 在 [a,b] 上满足 Lipschitz 条件，则存在 A，

当 x1,x2 ∈ [a,b] 时，有 ( ) ( ) 2121 xxAxfxf −≤−

对于任意的 ε>0，取 A
εδ = 。这时对于任意区间 {（ai,bi）}，

只要 总有,)(
1

δ<−∑
=

n

i
ii ab ，总有 ( ) .)()(

11
∑∑
==

<−≤−
n

i
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i
ii abAafbf ε。

2.4 绝对连续函数是一致连续函数

证明：假设 f（x）是 [a,b] 上的绝对连续函数，那么对

于任意的 ε>0，存在 δ>0，使得对于在闭区间 [a,b] 上任意

有限个互不相交的开区间（a1,b1），（a2,b2） …（an,bn），

当 δ<−∑
=

n

i
ii ab

1
)( 的 时 候， 就 会 有 ( ) ε<−∑

=

n

i
ii afbf

1
)( ，

当 ∈∀ 21, xx [a,b]， <− 21 xx δ<−∑
=

n

i
ii ab

1
)( 时， 总 有

( ) ( ) ≤− 21 xfxf ( ) ε<−∑
=

n

i
ii afbf

1
)( 成立，从而证得 f（x）

在闭区间 [a,b] 上一致连续。

3 性质的讨论

性质 1：[a,b] 上的绝对连续函数必定是连续的。

性质 2：两个绝对连续函数的线性组合，乘积仍是绝对

连续函数。

证明：性质一的证明由上面提到的绝对连续函数一定是

一致连续函数的结论可得，一致连续函数一定连续。性质二

的证明很显然不用详细叙述。

4 相关结论进一步的推论和推广

推论 1：[a,b] 上导数处处存在且有限的单调函数 f（x）

必是绝对连续的。

证 明： 假 设 f（x） 是 [a,b] 上 的 导 数 处 处 存 在 的 函

数，且导数是有界的，即 ( ) 成立。，使得 MxfM ≤>∃ '0>0，使得 ( ) 成立。，使得 MxfM ≤>∃ '0 成立，则

当 x1,x2 ∈ [a,b] 时，根据中值定理至少存在一点 ξ，就有

( ) ( ) ( ) 2121
'

21 xxMxxfxfxf −≤−=− ξ 成 立， 再 由 2.3 对

于任意的 ε>0，取 A
εδ = 。这时对于任意区间 {（ai,bi）}，只

要 总有,)(
1

δ<−∑
=

n

i
ii ab <，总有 ( ) .)()(

11
∑∑
==

<−≤−
n

i
ii

n

i
ii abAafbf ε。

综上，结论成立。
推论 2：假设 f（x）是 [a,b] 上的有界变差函数，则

（1）f（x）在 [a,b] 上几乎处处存在导数 f'（x）；

（2）f'（x）在 [a,b] 上可积。

证明　由于任何一个有界变差函数，必可以分解成

两个单调增加函数的差 [1]，所以根据前面的预备知识里的

Lebesgue 定理可知结论成立显然。

推论 3：Newton--Leibniz 公式

 

成立的充分条件是 F（x）是绝对连续函数。

证明：首先证明充分性，因为 F（x）为绝对连续函数，

所以 F（x）为有界变差数列，有推论二可知 F'（x）处处存在。

Ψ'（x）=F'（x）-Φ（x）=0 在 [a,b] 上处处成立 F'（x）在 [a,b]

上可积。下证等式成立，设 ，令 Ψ（x）=F（x）-Φ

（x）由于得 Ψ（x）=F(a)，即

再证必要性由已知 ，令 F'（x）=f（x），

由于微积分基本定理中 f（x）连续，那么对于任意的 ε>0，

存在 δ>0，使得对于在闭区间 [a,b] 上任意有限个互不相交的

开区间（a1,b1）,（a2,b2）…,（an,bn）, 当 δ<−∑
=

n

i
ii ab

1
)( 的时候，

f（x）在 [a,b] 上连续则有界即存在 M>0，使得 ,)(,0 MxfM ≤> 使得 ，取

则有下面的结果成立：
M
εδ = 则有下面的结果成立：

则 F（x）为绝对连续函数。

综上所述 成立的充分条件是 F（x）

是绝对连续函数。

例 ：讨论以下函数
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所 以 ( ) ( ) [ ] 也不是绝对连续函数。上有界变差函数，从而不是，所以 1,0
1

0
xffV ∞= ，f（x） 不 是 [0,1] 上 有 界 变 差

函 数， 从 而 也 不 是 绝 对 连 续 函 数。 当 a>b>0 时，

且 。

因 为( ) ∫ −
−−−−−−−− +≤−=>>

1
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baabbaba
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0
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x ba −=∫∫∫ +− 也收敛，由于都收敛，所以与 也 收 敛， 由 于

所以是 f（x）是 [0,1] 上的绝对连续函数，从而也是有界

变差函数。

推论 4：假设 f（x）是 [a,b] 上的绝对连续函数，且 f'（x）

在 [a,b] 几乎处处大于 0，则 f（x）为增函数。

证明 [ ] ,,,, 2121 xxbaxx >∈∀ 因 f（x）是 [a,b] 上的绝对连

续函数，则有

则

由于 f'（x）在 [a,b] 几乎处处大于 0，则 ，所以

f（x2）≥f（x1），即 f（x）为增函数。

5 结语

论文主要介绍了绝对连续函数（也称为全连续函数），

对绝对连续函数与函数连续性，绝对连续函数与一致连续性

的关系，绝对连续函数与有界变差之间的关系，绝对连续函

数在微积分中与积分，微积分基本定理之间的关系等等方面

作了一个简单的研究与讨论，为全面地理解绝对连续函数打

基础。
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