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Some Thoughts on the Teaching Content of Differential Ge-
ometry
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Abstract
This paper analyzes the methods to stimulate students' interest in learning, and expounds the teaching strategies of differential 
geometry from the perspective of curve theory and surface theory, so as to improve the teaching quality of differential geometry.
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关于微分几何教学内容的一点思考
邱红兵

武汉大学数学与统计学院，中国·湖北 武汉 430072

摘　要

论文分析了激发学生学习兴趣的方法，从曲线论与曲面论两个角度，阐述了微分几何的教学策略，以提高微分几何课程的教
学质量。
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1 引言

随着微分几何学的蓬勃发展和国家对基础学科的高度重

视，以及它在物理、工程、测量与计算机辅助设计等领域的

应用越来越广泛，很多学校不仅要求数学专业的本科生将微

分几何作为必修课，而且也要求相关非数学专业的本科生学

习微分几何课程。论文主要就教师如何给非数学专业的本科

生讲授微分几何，谈谈笔者自己的一点浅薄看法。

2 如何激发学生的学习兴趣

如何让非数学专业的本科生容易理解和接受微分几何的

内容和知识点，这是对讲授微分几何课程的教师一个不小的

考验。要让学生听起来浅显易懂，不觉得突兀，才能激起学

生的学习兴趣和求知欲。学生初学微分几何遇到一些新的记

号和抽象的理论时，容易产生畏难的情绪，作为授课教师，

就显得尤为重要，不宜照搬给数学专业的本科生上课的讲授

内容，一定要通过合理的教学设计，做到因材施教。

2.1 介绍微分几何的主要内容

可以结合学生的专业，对微分几何做些简单的介绍，使

学生初步了解这门课的主要内容，学习目的和方法。当学生

对课程有了一个初步的了解和把握后，才有可能激起他们的

学习兴趣和主观能动性。

2.2 讲授微分几何的应用实例

可以讲讲微分几何的一些应用，在理论物理方面，现在

大家熟知的爱因斯坦建立的广义相对论正是用到微分几何的

理论；在机械工程方面，共轭曲面在齿轮啮合中的应用以及

单参数曲面的包络面在构造加工曲面中的应用等；在金融工

程方面，有几何套利理论 -无套利分析；在机器学习、图像处理、

3D 打印、人脸识别等领域也都有广泛的应用。数学本来就是

枯燥的，把数学学好是件辛苦的事，当学生们了解到学微分
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几何能在实际中派上用场，他们才会更有动力去更用心更认

真地学。

3 曲线论的教学

微分几何主要讲三维欧氏空间中的曲线和曲面的几何，

其实最初几何的观念来源于人们对于自然空间的直观感受和

经验，如何把几何直观和数量关系式建立桥梁，是很重要的

技术手段，这一点和我们讲授高等数学中的向量代数与空间

解析几何那一章节有些类似。例如，当两个向量方向相同或

相反时，称这两个向量是平行的；如果三个及三个以上的向

量经过平移可移到同一平面上，则称这些向量是共面的。

在平行和共面的定义中，是通过几何直观来描述向量间

的位置关系，那在数学上如何去实现对它们的几何刻画呢？

很重要的就是要建立空间直角坐标系，在此基础上，得到向

量的坐标表示，然后可以通过数量等式对平行和共面分别进

行精确的刻画。

简单讲，微分几何其实就是用微积分的知识来解决几何

问题，所以讲到曲线论时相应的要先建立 Frenet 标架（相当

于建立了坐标系），在此基础上去计算一些几何量。例如，曲率、

挠率等。其实当讲到曲线的曲率时，也可以先复习高等数学

中关于曲率的内容，给学生做一下铺垫，然后推进到微分几

何中是如何引出曲率的概念，相应的几何意义及其与高斯映

射的关系，同时多举一些常见的例子（如直线、圆、椭圆、

抛物线、双曲线、螺旋线、双扭线等），计算这些例子的曲

率及高斯映射，这样由浅入深，层层递进，可以让学生体会

到数学既严谨又有趣，当学生感到学微分几何其实很好玩的

时候，他们的学习兴趣自然会得到提升，学生也就乐意主动

去学，从而有学好微分几何的主观意愿。

所以在开始讲微分几何的时候，可以简要回顾高等数学

关于向量代数和曲率等章节的相关内容，这样可以让学生把

前后知识点串起来，形成一个整体，学生也更容易理解和接

受乃至印象深刻，他们再学起来也会事半功倍。

4 曲面论的教学

讲到曲面论时，很重要的内容就是曲面论的基本定理，

即存在唯一性定理。其中唯一性讲的是如果两个有着相同参

数域的曲面在参数域中的任意点下都有相同的第一基本形式

和第二基本形式，则这两个曲面相差一个欧氏空间的刚体运

动。这里是指在相差欧氏空间的刚体运动的意义下是唯一的，

因为在欧氏空间中，曲面是可以经过平移、旋转或镜面反射

得到新的曲面，而刚体运动是指平移、旋转、镜面反射以及

它们的复合，那么相差欧氏空间的刚体运动的意义下是唯一

的是指曲面和它经过平移、旋转或镜面反射得到新的曲面视

为同一曲面。

曲面的存在性定理讲的是如果两个函数满足高斯方程和

Codazzi 方程，则在任意点处，存在定义在该点局部邻域的曲

面，使得由前述两个函数得到的两个二次微分形式分别是该

曲面的第一基本形式和第二基本形式。关于存在性方面的结

果，在高等数学中讲零点定理、介值定理、罗尔定理、拉格

朗日中值定理、柯西中值定理以及积分中值定理时，就已经

涉及到，对学生来讲不是陌生的。存在性和唯一性更是常微

分方程和偏微分方程中的核心内容。

本质上讲，曲面的自然标架的运动方程是一个一阶线性

偏微分方程组，而高斯方程和 Codazzi 方程是这个偏微分方

程组的可积性条件。这样曲面论的存在性就可以看作是一阶

线性偏微分方程组求解的简单应用，于是曲面论的存在性定

理也就不难理解。同时，学生通过这个定理，结合以前学过

的不同课程，可以把自己所学到的知识融会贯通。另外，由

于讲授微分几何的时候会举很多曲线和曲面的例子，这些图

形可以通过多媒体呈现给学生，在课堂上能起到相当不错的

教学效果。

5 结语

通过微分几何的教学可以提高学生解决复杂问题的综合

能力和素养，教育方法和教学效果的提高，是一个宏大的课题，

需要进行长时间的积累和总结。
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