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1 引言

有关欧拉函数方程和不等式整数解的研究是数论研究的

重要课题之一。对任意的正整数 n，欧拉函数 φ(n) 定义为序

列 1，2，……，n 中与 n 互素的整数个数，它是数论研究中

的一个重要函数，有着广泛的应用。关于包含欧拉函数 φ(n)

方程整数解的研究，已经有很多丰富的成果 [1-4]。受这些文献

的启发，论文在阅读相关数论书籍 [5-8] 的基础上，利用初等

方法给出了上述不等式组的全部正整数解。

2 引理

引理 1[9]：设 +∈= Zpppn r
r
ααα ...21

21 ，其中 ip (i=1,2,……,r)

为互不相同的素数，则：

引理 2[9]：当 n≥3 为整数时，φ(n) 为偶数。

引理 3[10]：①方程 φ(x)=1 的解为 x=1，2；②方程 φ(x)=2

的解为 x=3，4，6；③方程 φ(x)=4 的解为 x=5，8，10，12；

④方程 φ(x)=6 的解为 x=7，9，14，18；⑤方程 φ(x)=8 的解

为 x=15，16，20，24，30。

3 定理
3.1 定理 1
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Abstract
Euler function is a very important and useful function in number theory. Many number theorists have studied the Euler function from 
different aspects, especially for the indefinite equation of Euler function, a lot of research results have been obtained. However, there are 
few research results on the inequalities set composed of Euler functions. In this paper, based on the previous work, using the knowledge 
of plane analytic geometry and combining with the method of elementary number theory, we study the solvable problems of two kinds of 
inequalities (groups) related to Euler functions, and give all their positive integer solutions. In this paper, φ(a) represents Euler function.
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摘　要

欧拉函数是数论中一个十分重要且有用的函数，已经有许多数论爱好者从不同方面对欧拉函数进行了研究，特别是对于有关
欧拉函数的不定方程得到了大量研究成果。但是对于由欧拉函数构成的不等式组，其研究成果还不多见。论文在研究前人工
作的基础上，利用平面解析几何知识，并与初等数论方法相结合，研究了两类有关欧拉函数的不等式（组）的可解性问题，
并给出了它们的全部正整数解，论文中 φ(a) 表示欧拉函数。
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      (1)

的全部正整解 (a,b) 为

(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(1,3),(1,4),(1,6),(2,3),(2,4),(2,6),(3,1), 

(3,2),(4,1),(4,2),(6,1),(6,2),(3,3),(3,4),(3,6),(4,3),(4,4),(4,6),(6,3), 

(6,4),(6,6),(5,1),(5,2),(8,1),(8,2),(10,1),(10,2),(12,1),(12,2),(5,3), 

(5,4),(5,6),(8,3),(8,4),(8,6),(10,3),(10,4),(10,6),(12,3),(12,4),(12,6), 

(5,5),(5,8),(5,10),(5,12),(8,5),(8,8),(8,10),(8,12),(10,5),(10,8),(10, 

10),(10,12),(12,5),(12,8),(12,10),(12,12),(7,1),(7,2),(9,1),(9,2),(14,1), 

(1,2),(18,1),(18,2),(7,3),(7,4),(7,6),(9,3),(9,4),(9,6),(14,3),(14,4), 

(14,6),(18,3),(18,4),(18,6),(7,5),(7,8),(7,10),(7,12),(9,5),(9,8), 

(9,10),(9,12),(14,5),(14,8),(14,10),(14,12),(18,5),(18,8),(18,10), 

(18,12),(15,5),(15,8),(15,10),(15,12),(16,5),(16,8),(16,10),(16,12), 

(20,5),(20,8),(20,10),(20,12),(24,5),(24,8)(24,10),(24,12),(30,5), 

(30,8),(30,10),(30,12)。

证明：令 x=φ(a)，y=φ(b)，则不等式组（1）可化为

             （2）

在 xoy 平面直角坐标系中，y2=4x 表示一条抛物线，2x-

y-12=0 表示一条直线，从而得 0≤x≤9，0≤y≤6，又显然 x≥1，

y≥1，再结合引理 2，可得：x=1,2,4,6,8，y=1,2,4,6。于是 (x,y)

有 20 种可能的取值，经验证满足不等式（2）的（x,y）有以

下 11 种情形：

情 形 1： 当 φ(a)=1，φ(b)=1 时， 由 引 理 3 得，a=1,2；

b=1,2。故此时满足不等式组（1）的 (a,b)为 (1,1),(1,2),(2,1),(2,2)。

情 形 2： 当 φ(a)=1，φ(b)=2 时， 由 引 理 3 得，a=1,2；

b=3,4,6。故此时满足不等式组（1）的 (a,b) 为 (1,3),(1,4),(1,6)

,(2,3),(2,4),(2,6)。

情形 3：当 φ(a)=2，φ(b)=1 时，由引理 3 得，a=3,4,6；

b=1,2。故此时满足不等式组（1）的 (a,b) 为 (3,1),(3,2),(4,1),(

4,2),(6,1),(6,2)。

情形 4：当 φ(a)=2，φ(b)=2 时，由引理 3 得，a=3,4,6；

b=3,4,6。故此时满足不等式组（1）的 (a,b) 为 (3,3),(3,4),(3,6)

,(4,3),(4,4),(4,6),(6,3),(6,4),(6,6)。

情形 5：当 φ(a)=4，φ(b)=1 时，由引理 3 得，a=5,8,10,12；

b=1,2。故此时满足不等式组（1）的 (a,b) 为 (5,1),(5,2),(8,1), 

(8,2),(10,1),(10,2),(12,1),(12,2)。

情形 6：当 φ(a)=4，φ(b)=2 时，由引理 3 得，a=5,8,10,12；

b=3,4,6。故此时满足不等式组（1）的 (a,b) 为 (5,3),(5,4),(5,6), 

(8,3),(8,4),(8,6),(10,3),(10,4),(10,6),(12,3),(12,4),(12,6)。

情形 7：当 φ(a)=4，φ(b)=4 时，由引理 3 得，a=5,8,10,12；

b=5,8,10,12。故此时满足不等式组（1）的 (a,b) 为 (5,5),(5,8),(

5,10),(5,12),(8,5),(8,8),(8,10),(8,12),(10,5),(10,8),(10,10),(10,12), 

(12,5),(12,8),(12,10),(12,12)。

情形 8：当 φ(a)=6，φ(b)=1 时，由引理 3 得，a=7,9,14,18；

b=1,2。故此时满足不等式组（1）的 (a,b) 为 (7,1),(7,2),(9,1), 

(9,2),(14,1),(1,2),(18,1),(18,2)。

情形 9：当 φ(a)=6，φ(b)=2 时，由引理 3 得，a=7,9,14,18；

b=3,4,6。故此时满足不等式组（1）的 (a,b) 为 (7,3),(7,4),(7,6), 

(9,3),(9,4),(9,6),(14,3),(14,4),(14,6),(18,3),(18,4),(18,6)。

情形 10：当 φ(a)=6，φ(b)=4 时，由引理 3 得，a=7,9,14,18；

b=5,8,10,12。故此时满足不等式组（1）的 (a,b) 为 (7,5),(7,8), 

(7,10),(7,12),(9,5),(9,8),(9,10),(9,12),(14,5),(14,8),(14,10),(14,12), 

(18,5),(18,8),(18,10),(18,12)。

情形 11：当 φ(a)=8，φ(b)=4 时，由引理 3 得，a=15,16,20, 

24,30；b=5,8,10,12。故此时满足不等式组（1）的 (a,b) 为 (15, 

5),(15,8),(15,10),(15,12),(16,5),(16,8),(16,10),(16,12),(20,5),(20,8), 

(20,10),(20,12),(24,5),(24,8),(24,10),(24,12),(30,5),(30,8),(30,10),

(30,12)。

综上所述可知，该定理得证。

3.2 定理 2

满足不等式  的全部正整数解（x,y) 为

(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(1,8),(1,10),(1,12),(2,1),(2,2),(2,

3),(2,4),(2,5),(2,6),(2,8),(2,10),(2,12),(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5), 

(3,6),(3,8),(3,10),(3,12),(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5),(4,6),(4,8),(4, 

10),(4,12),(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6),(5,8),(5,10),(5,12),(6, 

1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6),(6,8),(6,10),(6,12),(8,1),(8,2),(8,3), 

(8,4),(8,5),(8,6),(8,8),(8,10),(8,12),(10,1),(10,2),(10,3),(10,4),(10, 

5),(10,6),(10,8),(10,10),(10,12),(12,1),(12,2),(12,3),(12,4),(12,5), 

(12,6),(12,8),(12,10),(12,12).

证明令 )(ax ϕ= ， )(by ϕ= ，则：

  （1）
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可化为：

   （2）

不 等 式（2） 在 xOy 直 角 坐 标 系 中 表 示 以 原 点 O 为

心，半径为 6 的圆及其内部，从而 66 ≤≤− x ，且 66 ≤≤− y ， 

又 显 然 1≥x ， 且 1y ≥ ， 故 可 得 51 ≤≤ x ， 5y1 ≤≤ ， 即

5)(1 ≤≤ aϕ ， 5)(1 ≤≤ bϕ ， 由 引 理 3 可 得 ）（aϕ =1,2,4， 且

）（bϕ =1,2,4。下面分 9 种情况来进行讨论：

情 况 1： 若 ）（aϕ =1， ）（bϕ =1， 由 引 理 3 得

a=1,2,b=1,2， 即 此 时 满 足（1） 的 解 为（a,b）=(1,1),(1,2), 

(2,1),(2,2)。

情 况 2： 若 ）（aϕ =1， ）（bϕ =2， 由 引 理 3 得

a=1,2,b=3,4，6，即此时满足（1）的解为 (a,b)=(1,3),(1,4),(2,3), 

(2,4),(1,6),(2,6)。

情 况 3： 若 ）（aϕ =1， ）（bϕ =4， 由 引 理 3 得

a=1,2,b=5,8,10,12，即此时满足（1）的解为 (a,b)=(1,5),(1,8), 

(1,10),(1,12),(2,5),(2,8),(2,10),(2,12)。

情 况 4： 若 ）（aϕ =2， ）（bϕ =1， 由 引 理 3 得

a=3,4,6,b=1,2，即此时满足（1）的解为（a,b）=(3,1),(3,2),(4,

1),(4,2),(6,1),(6,2)。

情 况 5： 若 ）（aϕ =2， ）（bϕ =2， 由 引 理 3 得

a=3,4,6,b=3,4,6，即此时满足（1）的解为（a,b）=(3,3),(3,4),(

3,6),(4,3),(4,4),(4,6),(6,3),(6,4),(6,6)。

情 况 6： 若 ）（aϕ =2， ）（bϕ =4， 由 引 理 3 得

a=3,4,6,b=5,8,10,12， 即 此 时 满 足（1） 的 解 为（a,b）=(3,5), 

(3,8),(3,10),(3,12)(4,5),(4,8),(4,10),(4,12),(6,,5),(6,8),(6,10),(6,12)。

情 况 7： 若 ）（aϕ =4， ）（bϕ =1， 由 引 理 3 得

a=5,8,10,12,b=1，2， 即 此 时 满 足（1） 的 解 为（a,b）

=(5,1),(5,2),(8,1),(8,2)(10,1),(10,2),(12,1),(12,2)。

情 况 8： 若 ）（aϕ =4， ）（bϕ =2， 由 引 理 3 得

a=5,8,10,12,b=3,4,6，即此时满足（1）的解为（a,b）=(5,3), 

(5,4),(5,6),(8,3),(8,4),(8,6),(10,,3),(10,4),(10,6),(12,,3),(12,4),(12,

6)。

情 况 9： 若 ）（aϕ =4， ）（bϕ =4， 由 引 理 3 得

a=5,8,10,12,b=5,8,10,12，即此时满足（1）的解为（a,b）=(5,5), 

(5,8),(5,10),(5,12),(8,,5),(8,8),(8,10),(8,12),(10,5),(10,8),(10,10), 

(10,12)(12,5),(12,8),(12,10),(12,12)。

综上所述可知，该定理得证。

4 结语

众所周知，数论是历史最悠久的数学分支之一，经过很

长时间的发展，其内容和研究方法在不断发生革命性的变化，

现代数论与古典数论相比，其研究方法更具综合性，数论与

代数、几何、分析、拓扑等其他数学分支的联系越来越紧密，

因此有效利用其他数学分支中的理论和方法来研究数论问题

已成为大势所趋。论文将数论问题与解析几何方法相结合，

是对数论问题研究的一次简单尝试，希望对其他数论爱好者

提供一点启发。
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