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设 ,X d 是一个度量空间，CB X 表示该空间的全

体有界闭子集。又设 , : 2XS T X → 是多值映射。当 x Tx∈

时称 x 为 T 的不动点。定义 ( ) { : }Fix T x X x Tx= ∈ ∈ 。当

{ }Tx x= 时称 x为T 的端点（或稳定点）。用 ( )End T 表示

T的全体端点。

如果一个二元映射 : [0, )X X× → +∞ 满足 inf{ ( , ) : ( , ) } 0x y a d x y b

inf{ ( , ) : ( , ) } 0x y a d x y b≤ ≤ > ， [ , ] (0, )a b∀ ⊆ +∞ 称为紧正的。如果

存在一个紧正的映射 使得 ( , ) ( , )( , )H Tx Ty d x y x y≤ − ，

,x y X∀ ∈ ,这里 ( , ) : max{sup ( , ),sup ( , )}
x B x A

H A B d x A d x B
∈ ∈

= 表

示 ( )CB X 上的豪斯道夫度量（见 Daffer与 Kaneko[1]），称

: ( )T X CB X→ 为弱紧的。

关于映射 : ( )T X CB X→ ，如果存在映射 :[0, ) [0, )+∞ → +∞

:[0, ) [0, )+∞ → +∞ ，满足 ( ) 0t t t< ∀ >， ，使得 ( , ) ( ( , ))H Tx Ty N x y≤ ，

,x y X∀ ∈ ，称其为一般 -弱压缩映射，这里

( , ) ( , )
( , ) : max ( , ), ( , ), ( , ),

2

d x Ty d y Tx
N x y d x y d x Tx d y Ty

+ 
=  

 

关 于 两 个 映 射 , : ( ) ( , : )S T X CB X S T X X→ → ，

如果存在二元映射 ,: [0 1)X X× → 使得 ( , )H Sx Ty ≤

( , )) (,x y M x y ， ,x y X∀ ∈ ，称它们为一般弱压缩对，这里

( , ) ( , )
( , ) : max ( , ), ( , ), ( , ),

2

d x Ty d y Sx
M x y d x y d x Sx d y Ty

+ 
=  

 

关 于 两 个 映 射 , : ( )S T X CB X→ ， 如 果 存 在 映

射 :[0, ) [0, )+∞ → +∞ ， 满 足 ( ) 0t t t< ∀ >， ， 使 得

( , ) ( ( , ))H Sx Ty M x y≤ , ,x y X∀ ∈ （或等价地，如果存在

映射 :[0, ) [0, )+∞ → +∞ ，，满足 ( ) 0t t t< ∀ >， ，使得

( , ) ( , ) ( ( , ))H Sx Ty M x y M x y≤ − ， ,x y X∀ ∈ )，称它们为

一般 -弱压缩对。

关于映射 : ( )T X CB X→ ，如果 inf sup ( , ) 0
x X y Tx

d x y
∈ ∈

= ，称

其有近似端点性质。
关于多值压缩映射的不动点，近五十年来一直是不动

点研究领域的一项重要的研究内容 [1-5]。关于多值映射端
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点的研究早在 30年前也已进行，且近年来取得了瞩目的成

果 [5-10]。在众多的研究中，与本文密切相关的几个重要成果如下。

首先 Nadler[2]（1969）通过如下定理将 Banach压缩原

理推广到了多值映射。

定理 1.1：命 ,X d 是一个完备度量空间。设 : ( )T X CB X→

: ( )T X CB X 是一个压缩映射，即对于满足 0 1≤ < 的某 有

( , ) ( , ) ,H Tx Ty d x y x y X≤ ∀ ∈， ，则存在 x X∈ 使得 x Tx∈ 。

1995年，Daffer和 Kaneko证明了 [1， 与

[1， 。后来，张和宋证明了单值一般 -弱压缩

对存在公共不动点 [3， 。通过将 [3，

中的两个单值映射扩展为两个多值映射，并将 [1，

3.3]中的一个多值映射扩展为一对多值映射，Rouhani 和

Moradi（2010）在不假定 ( , )x d x Tx→ 或 ( , )x d x Sx→ 为

l.s.c.的条件下证明了一个耦合定理 [4， ；还

进一步证明了定理 [4， 。最后，关于多值映射

的端点，Amini-Harandi（2010）证明了 [6， ；

Moradi和 （2011）将 [6， 推广到了 [7，

。

受到上述工作的影响和鼓励，论文进一步研究一般弱

（ -弱）压缩对的公共不动点和公共端点。此项工作推广

与改进了上述结果，并丰富了该研究领域的内容。

这节给出几个后续工作的引理。

引 理 2.1： 设 ,X d 是 一 个 完 备 度 量 空 间， 且

, : ( )S T X CB X→ 是一般弱（－弱）压缩对，则 ( ) ( )Fix S Fix T=

( ) ( )Fix S Fix T 。

证：设 ( )x Fix S∈ ，则

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )
( , ) max ( , ), ( , ), ( , ),

2

( , ) ( , ).

d x Tx H Sx Tx x x M x x

d x Tx d x Sx
x x d x x d x Sx d x Tx

x x d x Tx

≤ ≤

+ 
=  

 

=

因 ( , ) 1x x < , 由 此 可 得 ( , ) 0d x Tx = 。 也 就 是，

( )x Fix T∈ 。故， ( ) ( )Fix S Fix T= 。证毕。

引理 2.2：设 ,X d 是一个完备度量空间， [0,1)∈ , { }nx

是 X 中的序列且满足：

1 1

1
( , ) ( , )

2
n n n n n

d x x d x x n+ −≤ + ∀ ∈¥，， （式 1）

( 0x X∈ )，则{ }nx 收敛。

证：由 (式 1), n∀ ∈¥ ,

1 1 2 1 1

2
2 1 1

1 0 1 0

0 1 1 1 1 10

1 1 1
( , ) ( , ) ( , )

2 2 2

1
( , )

2 2

( , ) ,
2 2 2 1 2 2 2 2

n n n n n nn n n

n n n n

n n n
n

n n n n

d x x d x x d x x

d x x

M
d x x

+ − − − −

− − −

− −

− −

 
≤ + ≤ + + 

 

≤ + +

 
≤ + + + + ≤ + + + + 

−  
L

L

L

这里 0 1max{ ( , ),1}M d x x= 。不失一般性，设 1M = ，

则

1 1 0

1 0 1 1
( , ) .

2 2 2 2

n n

n n n n
d x x

−

+ −
≤ + + + +L （式 2）

由 (式 2), ,n m∀ ∈¥ ,我们有

1 2 1

1 0 1 1 0

1 01 10 1

( , )

( , ) ( , ) ( , )

2 2 2 2 2 2 2 2

n n m

n n n n n m n m

n n n n

n n n n

d x x

d x x d x x d x x

+

+ + + − +

− + −

− +

≤ + + +

   
≤ + + + + + + + + + +   

   
L

L

L L

1 2 1 2 0

1 1 1

1 1 1 2

0 1 1 0 1 2

0

0 1

1

1 0

2

0 1

1

1

0

2 2 2 2 2

1 1

2 2

1 1

2 2

1 1

2 2

1 1

2 1 2

n

n m n m m m

n n n m

n n n m n n n m

m m

n n

n

n m

m

n m

n n

+

+

+ − + − − −

+ + −

+ + − − + −

− + −

− −

+ − +

 
+ + + + + + 

 


= + + + + + + + +

 
+ + + + + + + + + +  


+ + 

  − −
= +  

− 

L

L L

LL

L

L

L

1 0

0 1 0 2 0 1

1 0

0 1 1 2 1

1

1

0

2 1

1

1 2 1

1 1 1

2 1 2 1 2 1

1 1 1 1

1 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1

1 (2 ) (2 ) (2 )

m m

m m

n n

n n n n m

n

n

n n n m

−

− −

−

+ + + −

+ + + −

   −
+ + +   

− −   

      − − −
+ + +      

− − −      

    
< + + + + + + +    

−    

= + + +
−

L

L

L L

L
1

1

1 1

2 2

1
2

1

(2 )

1
(2 )

1

11 1
.

1 1 2

n n m

n

n

n

n

+ +

+

−  
+   −  

 −  
< +  

− −    

（式 3）

根据（式 3）,若 (2 ) 1> ,则

1

1

1 2 1 1 (2 ) 2 1
( , )

(1 ) 2 1 2 (1 ) (2 1)2

2 1 4
.

(2 1)(1 ) 2 (2 1)(1 )

n
n

n n m n n

n
n

n

d x x
+

+

+

  + −
+ = ⋅ 

− − − − 

 
< ⋅ + < 

− − −

 
<  

 

− 

（式 4）

否则， (2 ) 1< ，我们有
1

1 1

1

1 1 (2 ) 1 1 1
( , )

(1 ) (2 ) (2 ) 2 (1 ) (2 ) (2 ) 2

1 1 1 1
.

(1 ) 2 (1 2 ) 2 (1 )(1 2 )2

n n
n

n n m n n n n n n

n n n

d x x
+

+ + +

−

   −
⋅ + < +   − − − −   

 
= + = − − − − 

=

（式 5）

由（式 4）和（式 5），易知{ }nx 是 Cauchy序列，故

{ }nx 收敛。证毕。

引 理 2.3： 命 ,X d 是 一 个 完 备 度 量 空 间，

, : ( )S T X CB X→ 是对一般弱压缩；再设{ }nx 是 X 中的

收敛序列且
1n nx Sx+ ∈ ， ， lim n

n
x x∗

→∞
= ，

2sup (lim , ) 1k
k

x x∗

→∞

< ，则 ( ) ( )x Fix T Fix S∗ ∈ = 。

证：根据条件， n∀ ∈¥，我们有

1( , ) ( , ) ( , ) ( , );n n n nd x Tx H Sx Tx x x M x x∗ ∗ ∗ ∗
+ ≤ ≤

式 6)
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1

1

( , )

( , ) ( , )
max ( , ), ( , ), ( , ),

2

max ( , ), ( , ), ( , ),

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

2

( , ) ( ,
max ( , ), ( , ), ( , ), ( , )

n

n n
n n n

n n n

n n n n

n
n n n n

M x x

d x Tx d x Sx
d x x d x Sx d x Tx

d x x d x x d x Tx

d x x d x Tx d x x d x Sx

d x Tx d x
d x x d x x d x Tx d x x

∗

∗ ∗
∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗
+

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

+

 +
 
 

≤

+ + +



+
≤ +

=

1) .
2

nx +
 
 
 

式

注意到 lim n
n
x x∗

→∞
= ，结合（式 6）和（式 7），我们

进一步得到

2 2 2( , ) sup ( , ) sup ( , ) sup ( , ) ( ,lim lim lim ).k k k
k k k

d x Tx x x M x x x x d x Tx∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

→∞ →∞ →∞

   ≤ ≤      

因为 2sup (lim , ) 1k
k

x x∗

→∞

< ，由此可得 ( , ) 0d x Tx∗ ∗ = ，

即 x Tx∗ ∗∈ 。证毕。

引 理 2.4： 设 ,X d 是 一 个 完 备 度 量 空 间，

, : ( )S T X CB X→ 是对一般弱压缩映射，则有如下结和各项

论。① ( ) ( )( ( ) ( ))End S End T Fix S Fix T= ⊆ = 且 | ( ) | 1End S ≤

，这里 | ( ) |End S 表示 ( )End S 的基数。（这意味着 S 和 T

有唯一的公共端点，或没有端点）②如果 S 和 T 有公共

端点，那么 inf[ ({ }, ) ({ }, )] 0
x X
H x Sx H x Tx

∈
+ = ，称为对 S 和

T 的近似端点性质。③如果 S 和 T 一个是单值的，那么

( ) ( ) ( ) ( )End S End T Fix S Fix T= = = 。（这意味着 S 和T 的

不动点必是端点）

证：设 ( )x End S∈ ，则由引理 2.1得 ( ) ( )x Fix S Fix T∈ = 。

故 ( , )M x x = 0。于是 ({ }, ) ( , ) ( , ) ( , ) 0H x Tx H Sx Tx x x M x x= ≤ =

({ }, ) ( , ) ( , ) ( , ) 0H x Tx H Sx Tx x x M x x= ≤ = 。故 { }Tx x= ，即 ( )x End T∈ 。因此 ( ) ( )End S End T=

( ) ( )End S End T 。

令 , ( ) ( )x y End S End T∈ = ，则 ( , ) ( , )M x y d x y= ，进而：

( , ) ({ },{ }) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ).d x y H x y H Sx Ty x y M x y x y d x y= = ≤ =

由于 ( , ) 1x y < , ( , ) 0d x y = ，即 x y= 。因此| ( ) | 1End S ≤ 。

①得证明，②显然，下进一步证③。不妨设 S是单值的，则

( ) ( )End S Fix S= ，所以 ( ) ( ) ( )End T End S Fix S= = = ( )Fix T

。证毕。

现在，着力研究公共不动点。首先证明一个定理，通

过将一个多值映射T 扩展为两个多值映射 S和T 并改变其他

条件，其改进了 [1， ， ；此外，通

过用 ( , )x y 替换常数因子 还推广了 [4， 。

定 理 3.1： 设 ,X d 是 一 个 完 备 度 量 空 间，

, : ( )S T X CB X→ 是对一般弱压缩映射且关于 X 中满足

1{ ( , )}n nd x x + 单调减的序列{ }nx 有：

2 2 2 1 2 2 1sup{ ( , ), ( , ) | } 1k k k kx x x x k− − − ∈ <¥ 式 8)

而 为 u.s.c.（或如果 lim n
n
x x∗

→∞
= ，则 sup ( , ) 1lim n

n

x x∗

→∞

< ），

则 ( ) ( )Fix S Fix T= ≠ ∅。

证：①由引理 2.1, ( ) ( )Fix S Fix T= 。为了完成证明，

只需证明 ( ) ( )Fix S Fix T= ≠ ∅。用反证法进行证明，设

( ) ( )Fix S Fix T= = ∅。

②设 0x X∈ ，则 0 0( , ) 0d x Sx > 。显然，可选 1 0x Sx∈ 使

得 0 1 0 00 ( , ) ( , ) 1d x x d x Sx< < + ,且 1 1( , ) 0d x Tx > 。

令 1
1 0 1 0 12min{ ,[1 ( , )] ( , )}x x d x x= − ，则存在 2 1x Tx∈ 使得

1 2 1 1 10 ( , ) ( , )d x x d x Tx< < + 。令 2

1
2 2 1 1 22

min{ ,[1 ( , )] ( , )}x x d x x= −

2 1 1 2min{ ,[1 ( , )] ( , )}x x d x x ，则存在 3 2x Sx∈ 使得 2 3 2 2 20 ( , ) ( , )d x x d x Sx< < +

。据归纳原理，我们有下面一般结论。 k∀ ∈¥，令：

2 1

1
2 1 2 2 2 1 2 2 2 12

min{ ,[1 ( , )] ( , )}kk k k k kx x d x x−− − − − −= − ,

则存在 2 2 1k kx Tx −∈ 使得 2 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 10 ( , ) ( , ) ( , )k k k k k k kd x x d x Tx d x Tx− − − − − −< < + ≤ +

2 1

1
2 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

0 ( , ) ( , ) ( , ) kk k k k k k kd x x d x Tx d x Tx −− − − − −< < + ≤ + 。再命：

2

1
2 2 2 1 2 1 22

min{ ,[1 ( , )] ( , )}kk k k k kx x d x x− −= −

则存在 2 1 2k kx Sx+ ∈ 使得：

2

1
2 2 1 2 2 2 2 2 2

0 ( , ) ( , ) ( , ) kk k k k k k kd x x d x Sx d x Sx+< < + ≤ +

③关于如上所构建的序列{ }nx n∀ ∈¥ 当 n为奇数

时，我们有：

1 1[1 ( , )] ( , ) .n n n n nx x d x x− −− ≥ （式 9）

进而，

1 1

1 1

1 1

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )

1
( , ) ( , ) ,

2

n n n n n n n n

n n n n n

n n n n n

d x x d x Tx H Sx Tx

x x M x x

x x M x x

+ −

− −

− −

≤ +

≤

< + ≤ +

+

（式 10）

1

1 1
1 1 1

1
1 1 1

( , )

( , ) ( , )
max ( , ), ( , ), ( , ),

2

( , ) ( , )
max ( , ), ( , ), ( , ),

2

n n

n n n n
n n n n n n

n n n n
n n n n n n

M x x

d x Tx d x Sx
d x x d x Sx d x Tx

d x x d x Tx
d x x d x x d x x

−

− −
− − −

−
− − +

+ 
≤  

 

+ 
≤  

 

1 1
1 1

1 1

( , ) ( , )
max ( , ), ( , ),

2

max{ ( , ), ( , )}.

n n n n
n n n n

n n n n

d x x d x x
d x x d x x

d x x d x x

− +
− +

− +

+ 
≤  

 

=

（式 11）

如 果 1 1 1max{ ( , ), ( , )} ( , )n n n n n nd x x d x x d x x− + += 1 1( , ) ( , )n n n nd x x d x x− +≤

1 1( , ) ( , )n n n nd x x d x x− + ，那么，

1 1 1 1[1 ( , )] ( , ) [1 ( , )] ( , )n n n n n n n nx x d x x x x d x x− − − +− ≤ − （式 12）

并且根据式 10和式 11，我们有：

1 1 1 1 1( , ) ( , ) ( , ) [1 ( , )] ( , ) .n n n n n n n n n n n nd x x x x d x x x x d x x+ − + − +< + − <⇒

（式 13）

综合式 12与式 13,得到 1 1[1 ( , )] ( , )n n n n nx x d x x− −− < 。这与

式 9矛盾，故：

1 1 1max{ ( , ), ( , )} ( , )n n n n n nd x x d x x d x x− + −≠

由此 1 1 1max{ ( , ), ( , )} ( , )n n n n n nd x x d x x d x x− + −= , 1( , )n nd x x + 1( , )n nd x x−<

此外，由式 10和式 11,还有

1
1 1 1 2

( , ) ( , ) ( , ) .nn n n n n nd x x x x d x x+ − −< + （式 14）

当 n是偶数时，我们有

1 1[1 ( , )] ( , ) ,n n n n nx x d x x− −− ≥ （式 15）

1 1

1

1

1
1 1 2

( , ) ( , )

( , ) ( , )

( , ) ( , )

( , ) ( , ) ,n

n n n n

n n n n n n

n n n n n n

n n n n

d x x d x x

d Sx x H Sx Tx

d Sx x H Sx Tx

x x M x x

+ +

−

−

− −

=

< + ≤ +

+ ≤

+≤

+≤ （式 16）
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1

1 1
1 1 1

1
1 1 1

1 1
1 1

( , )

( , ) ( , )
max ( , ), ( , ), ( , ),

2

( , ) ( , )
max ( , ), ( , ), ( , ),

2

( , ) ( , )
max ( , ), ( , ),

2

ma

n n

n n n n
n n n n n n

n n n n
n n n n n n

n n n n
n n n n

M x x

d x Tx d x Sx
d x x d x Sx d x Tx

d x x d x Sx
d x x d x x d x x

d x x d x x
d x x d x x

−

− −
− − −

−
− + −

− +
− +

+ 
≤  

 

+ 
≤  

 

+ 
≤  

 

≤ 1 1x{ ( , ), ( , )}.n n n nd x x d x x− +

（式 17）

根据式 15、式 16与式 17,用与上相同的方法 ,还可得

到 1 1( , ) ( , )n n n nd x x d x x+ −< 且：

1
1 1 1 2

( , ) ( , ) ( , ) .nn n n n n nd x x x x d x x+ − −< + 式 18)

④根据③ ,显然 1{ ( , )}n nd x x + 是递减的。因此式 8成立。

故存在 1< 使得

2 2 2 1 2 2 1max{ ( , ), ( , )}k k k kx x x x− − − < ， k∀ ∈¥ .

从而运用式 14和式 18可得式 1。于是，根据引理 2.2，

{ }nx 收敛。

最后 ,令 lim n
n
x x∗

→∞
= ，则由于 是 我们有

。注意到{ }nx 的生成方法，由引理 2.3可得

x Tx∗ ∗∈ 。这与 ( )Fix T = ∅矛盾，所以 ( ) ( )Fix S Fix T= ≠ ∅。

证毕。

为了说明上述定理推广了 [1，Theorem2.3],现我们直接

从定理 3.1导出 [1，Theorem2.3]。

证明定理 1.3：令

( , )
1 , ( , ) 0;

( , )( , )

0, ( , ) 0,

x y
d x y

d x yx y

d x y


− ≠

= 
 =

且 S T= ，则 S和T是对一般弱收缩。再命{ }nx 是 X 的

满足 1{ ( , )}n nd x x + 单调递减的序列。

设 1lim ( , )n n
n
d x x r+

→∞
= 。如果 0r > ，那么由 是紧正的可

得 1 2( , ( , )) 0r d x x > 。另一方面，由于 1 1 2( , ) ( , )n nr d x x d x x+< ≤ ，

1 1 2( , ) ( , ( , ))n nx x r d x x+ ≥ 。所以，我们有：

1 1 2
1

1 1 2

( , ) ( , ( , ))
( , ) 1 1 1.

( , ) ( , )
n n

n n

n n

x x r d x x
x x

d x x d x x
+

+

+

= − ≤ − <

同样，
1 2

1

1 2

( , ( , ))
( , ) 1

( , )
n n

r d x x
x x

d x x
+ ≤ − 。故式 8成立。如

果 0r = ，则：

1
1

1

1 1

1

1 1

1

( , )
sup ( , ) sup 1

( , )

( ( , ), ( , ))
sup 1

( , )

( ( , ), ( , ))

lim lim

lim

lim1 inf
( , )

( , )
1 inflim 1.

n n
n n

n n n n

n n n n

n n n

n n n n

n
n n

x x
x x

d x x

d x x d x x

d x x

d x x d x x

d x x

+
+

→∞ →∞ +

− +

→∞ +

− +

→∞
+

→∞

 
= −

−

−


 

 
≤  



≤

− <



≤

同样地 , 1sup ( ,m ) 1li n n
n

x x+
→∞

< 。故式 8成立。

令 lim n
n
x x∗

→∞
= ，不失一般性，设 ( , ) 0nd x x∗ ≠ ， n∀ ∈¥，

则：

0

( , ) ( , ) ( , )
sup ( , ) sup 1 1 inf 1 inf 1.

( , ) (
lim lim lim lim

, )
n n

n
nn n n n

x x x x
x x

d x x d x x

∗ ∗
∗

∗ ∗→∞ →→∞ →∞

 
 
 

= − ≤ − ≤ − <

综合以上结果 ,据定理 3.1可知 , T有不动点。证毕。

定理 3.2：设 ,X d 是一个完备度量空间， , : ( )S T X CB X

, : ( )S T X CB X→ 是对一般 -弱压缩而 是 u.s.c.且：

0

( )
sup 1lim

t

t

t→

< ， （式 19）

则 ( ) ( )Fix S Fix T= ≠ ∅。

证： ( , )x y X X∀ ∈ × ,:置

( ( , ))
, ( , ) 0;

( , )( , )

0, ( , ) 0.

M x y
M x y

M x yx y

M x y


≠

= 
 =

容易验证 ( , ) ( , ) ( , )H Sx Ty x y M x y≤ 。即

是对关于 ( , )x y 的一般弱压缩。注意到 是 u.s.c.和式 8只

在定理 3.1的证明中的步④用到，易知步①、②和③可用于
证明定理 3.1。因此，我们通过说明下面的步④来完成证明。

④ n∀ ∈¥ , 假 设 n 是 奇 数。 注 意

1 10 ( , ) ( , )n n n nd x x M x x− −< ≤ 和 1 1 1max{ ( , ), ( , )} ( , ).n n n n n nd x x d x x d x x− + −

1 1 1max{ ( , ), ( , )} ( , ).n n n n n nd x x d x x d x x− + −= 。

据式 我们有 1 1( , ) ( , ) 0n n n nM x x d x x− −= > 。这便可

以得到

1
1

1

( ( , ))
( , )

( , )
n n

n n

n n

d x x
x x

d x x
−

−

−

= （式 20）

进一步，据式 14，我们有
1

1 1 2
( , ) ( ( , )) .nn n n nd x x d x x+ −≤ + （式 21）

当n是偶数时 ,用同样的推理 可以得到式 21和

1
1

1

( ( , ))
( , )

( , )
n n

n n

n n

d x x
x x

d x x
−

−

−

= （式 22）

由 1{ ( , )}n nd x x + 单调递减和有下界可知 ,它是收敛

的。令 1lim ( , )n n
n
d x x r+

→∞
= 。由 是 u.s.c. 用式 21 可得

( )r r≤ 。因为 ( )t t< ， 0t > 这又可导出 , 0r =
。于是，根据式 19、式 20和式 22,分别可得：

2 2 2 1
2 2 2 1

02 2 2 1

( ,
lim lim l

) ( )
sup ( , ) sup sup 1,

( , )
imk k

k k
k k tk k

x x t
x x

d x x t
− −

− −
→∞ →∞ →− −

= ≤ <

2 2 1
2 2 1

02 2 1

( , ) ( )
sup ( , ) sup sup 1lim lim .

(
l

)
im

,
k k

k k
k k tk k

x x t
x x

d x x t
−

−
→∞ →∞ →−

= ≤ <

故式 8成立。运用 14和式 19可得式 1。因此根据引理

2.2，{ }nx 是收敛的。

最后，令 lim n
n
x x∗

→∞
= ，则关于每一个偶数 n 我

们有式 7。这便得 到 2sup ( , )l , )m (i k
k

M x x d x Tx∗ ∗ ∗

→∞

≤

。所以存在 b 使得 2( , )kM x x b∗ ≤ 。由于 是 u.s.c.且

,有
( )

sup | (0, ] 1
t
t b

t

 
∈ < 

 
。于是 ,

( ( , )) ( )
sup ( , ) sup sup | (0li , ] 1

(
i

,
m l

)
m n

n
n n n

M x x t
x x t b

M x x t

∗
∗

∗
→∞ →∞

 
= ≤ ∈ < 

 
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根据引理 2.3可知 , x Tx∗ ∗∈ 。这与 ( )Fix T = ∅矛盾，故

( ) ( )Fix S Fix T= ≠ ∅。证毕。

通过将 S 和 T 扩展为多值的，定 理 3.2 推广了

[4,Theorem4.1]。可是 ,我们增加了条件式 8。当没有条件式
8时 ,定理 3.2是否成立是一个有待进一步研究的问题。

现我们转而考虑公共端点。我们将端点理论推广为公共

端点理论。

首先 ,根据定理 3.1(定理 3.2)和引理 2,我们可直接得

到下面的推论。

推论 3.2.在定理 3.1(定理 3.2）的条件下，如果 S与T

有一个是单值的，那么它们有唯一的公共不动点，该不动点

也是它们唯一的公共端点。

当 S与T都为多值时，我们有下面的定理 4.1和定理 4.2。

定理 4.1：设 ,X d 是一个完备度量空间， , : ( )S T X CB X

, : ( )S T X CB X→ 是对一般弱压缩而 是 u.s.c.且

,

sup ( ,lim ) 1n m
n m

x x
→∞

< （式 23）

当 ,
lim ( , )[1 ( , )] 0n m n m
n m

d x x x x
→∞

− = 时。如果 S与T有近似

端点性质，那么它们有唯一的公共端点。

证 .假设 S与T有近似端点性质，则存在序列{ }nx 使得

lim ({ }, ) ({ }, ) 0n n n n
n

H x Sx H x Tx
→∞

+ = 。 ,m n∀ ∈¥，

我们有

( , ) ( , )
( , ) max ( , ), ( , ), ( , ),

2

max ( , ), ({ }, ), ({ }, ),

( , ) ({ }, ) ( , ) ({ }, )

2

( , ) ({ }, ) ({ }, ).

n m m n
n m n m n n m m

n m n n m m

n m m m n m n n

n m n n m m

d x Tx d x Sx
M x x d x x d x Sx d x Tx

d x x H x Sx H x Tx

d x x H x Tx d x x H x Sx

d x x H x Sx H x Tx

+ 
=  

 

≤

+ + + 



≤ + +

（式 24）

注 意 到 ( , ) ({ }, ) ( , ) ({ }, )n m n n n m m md x x H x Sx H Sx Tx H x Tx≤ + +

( , ) ({ }, ) ( , ) ({ }, )n m n n n m m md x x H x Sx H Sx Tx H x Tx ，据式 24，进一步有

( , ) ( , ) ({ }, ) ({ }, )

2 ({ }, ) 2 ({ }, )

( , ) 2 ({ }, ) 2 ({ }, ).

n m n m n n m m

n n m m

n m n n m m

M x x d x x H x Sx H x Tx

H x Sx H x Tx

H Tx Tx H x Sx H x Tx

≤ − −

+ +

≤ + +

（式 25）
这可导出

( , ) ( , ) ( , ) 2 ({ }, ) 2 ({ }, ).n m n m n m n n m mM x x x x M x x H x Sx H x Tx≤ + +

（式 26）

注意到 ( , ) ( , )n m n md x x M x x≤ ，运用 (4.4)又得到

,

( , )[1 ( , )] ( , )[1 ( , )]

2 ({ }, ) 2 ({ }, ) lim ( , )[1 ( , )] 0.

n m n m n m n m

n n m m n m n m
n m

d x x x x M x x x x

H x Sx H x Tx d x x x x
→∞

− ≤ −

≤ + ⇒ − =

（式 27）
关于式 27,我们有式 23。再次运用式 26，得到

, , ,

lim lisup ( , ) [ sup ( , )] sup (m lim , ).n m n m n m
n m n m n m

M x x x x M x x
→∞ →∞ →∞

≤

据式 23，由此得出
,

sup ( , ) 0lim n m
n m

M x x
→∞

= 。故 ,

sup ( , ) 0lim
n m

d x x
→∞

sup ( , ) 0n md x x =
即{ }nx 是 Cauchy序列。

令 lim n
n
x x∗

→∞
= 。 n∀ ∈¥，我们有

({ }, ) ({ }, ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )
( , )max ( , ), ( , ), ( , ),

2

n n n n n n

n n
n n n n

H x Tx H x Sx H Sx Tx x x M x x

d x Tx d x Sx
x x d x x d x Sx d x Tx

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

− ≤ ≤

 +
=  

 

( , )max ( , ), ( , ), ( , ),

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
.

2

n n n n

n n n n

x x d x x d x Sx d x Tx

d x x d x Tx d x x d x Sx

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

≤

+ + +



再注意到 是 u.s.c.,又得

({ }, ) ( , ) ( , ) ( , ) ({ }, ).H x Tx x x d x Tx x x H x Tx∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗≤ ≤

由于 ( , ) 1x x∗ ∗ < ，我们有 ( , ) 0H x Tx∗ ∗ = 。故 { }Tx x∗ ∗= 。

最后 ,根据引理 4.2可知，端点唯一。证毕。

定理 4.1是端点理论的一个新结果。下面的定理 4.2是

本文的最后一个结果，其将 [7， 的结果推广到

了公共端点。

定理 4.2：设 ,X d 是一个完备度量空间， , : ( )S T X CB X

, : ( )S T X CB X→ 是对一般 -弱压缩而 是 u.s.c.且

inf[ (im )]l 0
t

t t
→∞

− > （式 28）

如果 S与T有近似端点性质，那么它们有唯一的公共端

点。

证：假设 S与T有近似端点性质，则存在序列{ }nx 使得

lim[ ({ }, ) ({ }, )] 0,n n n n
n

H x Sx H x Tx
→∞

+ =

并且 (4.2)和 (4.3)成立。据 (4.3)我们有

( , ) ( ( , )) 2 ({ }, ) 2 ({ }, ).n m n m n n m mM x x M x x H x Sx H x Tx≤ + +

（式 29）

若
,

supl m ,i ( )n m
n m

M x x
→∞

= +∞， 则
,

inf[ ( )lim lim] inf[ ( , ) ( ( , ))] 0
t n m

t t M x x M x x
→∞ →∞

− ≤

] inf[ ( , ) ( ( , ))] 0n m n mt t M x x M x x− ≤ 。 这 与 式 28 矛 盾。 所 以

,

supl m ,i ( )n m
n m

M x x
→∞

< +∞。注意到 ( )t 是 且有式 29，

可得

, , ,

sup ( , ) sup ( ( , )) ( sup ( , )lim lim lim ).n m n m n m
n m n m n m

M x x M x x M x x
→∞ →∞ →∞

≤ ≤

注意到
,

supl m ,i ( )n m
n m

M x x
→∞

< +∞与 ( )t t< 0t > 。由

此可得
,

sup ( , ) 0lim n m
n m

M x x
→∞

= 。因此 { }nx 是 Cauchy序列，令

lim n
n
x x∗

→∞
= 。 n∀ ∈¥，我们有

({ }, ) ({ }, ) ( , ) ( ( , )).n n n n nH x Tx H x Sx H Sx Tx M x x∗ ∗ ∗− ≤ ≤

于是

, ,

lim({ }, ) sup lim( ( , )) ( sup ( , ))n n
n m n m

H x Tx M x x M x x∗ ∗ ∗ ∗

→∞ →∞

≤ ≤

（式 30）
另一方面 ,

( , ) max ( , ), ( , ), ( , ),

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

2

n n n n

n n n n

M x x d x x d x Sx d x Tx

d x x d x Tx d x x d x Sx

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

≤

+ + +



（式 31）

若 ({ }, ) 0H x Tx∗ ∗ ≠ ，据 (4.8)和 (4.9)我们有

,

({ }, ) sup ( , ) ( , ) ({ }, ).lim n m
n m

H x Tx M x x d x Tx H x Tx∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

→∞

< ≤ ≤
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小学数学这门课程更注重培养学生的学科素养与基本

知识能力，随着中国素质教育理念的不断践行，新课改要求

教师不仅要带领学生掌握相关的基础知识内容，还要注重培

养学生对相关课程的学习兴趣，使得学生能够以积极乐观的

心态完成相应的学习任务与目标，这样一来，在小学数学课

堂上，学生既能够以全新的姿态投入到教学中，教师也能够

及时地把握学生对知识的基本掌握情况，从而更好地进行课

堂教学计划的改革与优化。会使得课堂的学习氛围逐渐活

跃，学生与教师都会受到相应的鼓励，会更有利于小学数学

课堂上学生学习效率的提升。
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该矛盾表明 ({ }, ) 0H x Tx∗ ∗ = 。也就是， { }Tx x∗ ∗= 。最

后，根据引理 2.4得知端点是唯一的。证毕。

注：当 S T= 时，由定理 4.2和引理 2.4.可直接得出

。

论文在完备度量空间中研究了多值一般弱压缩映射对

和多值一般 -弱压缩映射对的公共不动点与公共端点。扩

展与改进了文中文献里的一些结果。特别是，将关于一个映

射的端点的理论扩展成了一对映射的公共端点的理论。所做

工作可有力地促进分析学和不动点理论研究工作的发展。
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