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Abstract
In	algebra	theory,	group	is	an	important	algebraic	system.	Since	a	subgroup	of	a	group	provides	a	classification	for	the	elements	in	this	
group, the properties of group can be considered by using subgroups, and then any group can be written as a union of some cosets given by 
subgroup. Furthermore, if a subgroup is normal, then the set of all cosets is also a group which is called a quotient group. This paper explores 
and	reflects	on	the	classroom	teaching	method	of	“subgroups	and	cosets”	in	the	course	of	Modern Algebra, and advocates introducing the 
coset decomposition of subgroups and groups through equivalence relationships on sets in the teaching process. 
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集合上的等价关系在近世代数教学中的应用和思考
刘雨喆

贵州大学数学与统计学院，中国·贵州 贵阳 550025

摘 要

在代数学中，群是最基本的代数系统之一。由于一个群的子群总是可以为这个群中的元素提供一种分类方式，因此对群的
研究往往可以通过对其子群的研究来完成。而这种分类将群分解为若干陪集的并，并且当子群是正规子群的情况下，全体
陪集构成的集合也构成一个群，被称为商群。论文对《近世代数》课程中的“子群与陪集”这一内容的课堂教学方法展开
了探讨和反思，并且论文也提倡在教学过程中，教师能通过集合上的等价关系来引入子群与群的陪集分解。
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1 引言

论文从集合上的等价类这一观点下，阐述了在《近世

代数》教学过程中，如何利用给定群的子群定义群上的等价

关系。作者所采用的《近世代数》教材见文献 [1] 第一章第 

1.3，1.5 节，并使用 [2,3] 作为教学辅助用书。论文所介绍

的教学方法也可以作为 [2] 第一章第 4 节授课时的参考。

2 集合上的等价关系

2.1 等价关系及其定义
对给定集合 S 以及定义在 S 上的一个二元关系“~”，

如果此二元关系满足下面条件，则称其为等价关系：

①自反性：对任意 S 中的元素 x，有 x~x；

②对称性：对 ,x y S∈ ，如果 x~y，则 x~y；

③传递性：设 , ,x y z S∈ 满足 x~y 且 y~z，则 x~z。

等价关系是贯穿《近世代数》这门课程的最重要的二

元关系之一。在教学过程中，通常采用的例子有：集合的元

素之间的相等关系；整数集


中的元素关于模 n 的剩余类；

以及线性空间 d


关于某个子空间有相同投影的向量类等。

此外，由于学生普遍反映《近世代数》内容抽象且难以理解，

商群、商环以及商模等概念又涉及等价类的运算。因此，在

讲解这部分内容时，算例的选择尤为重要。教师在教学过程

中，不但需要通过具体算例引出商的概念，还需要通过商的

概念回归到学生已学知识点，这些都是《近世代数》的教学

难点。
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2.2 教学过程中的算例
接下来，我们提供一些关于集合上等价关系的算例。

例 1: 定义整数集


的二元关系“~”为 x~y 当且仅当

(mod )x y n≡ 。这里，同余式 (mod )x y n≡ 可以等价地写为

{ | }x y n nz z− ∈ = ∈                       （1）

可 以 证 明，“~” 是 一 个 等 价 关 系。 这 是 因 为：

① 0x x n− = ∈ 

， x∀ ∈；②如果 x y n− ∈ ，则存在 z∈
使得 x y nz− = ，由此可知 ( )y x n z n− = − ∈ ，因此对称性

成立；如果 x y n− ∈ 且 y x n− ∈ ；那么 ( ) ( )x z x y y z n− = − + − ∈ 

( ) ( )x z x y y z n− = − + − ∈ ，传递性也成立。用集合


/n 表示整数关于模

n 的剩余类的集合，即 : {[ ] |1 }/ t tn n= ≤ < ， 其中，记号 [t]

表示全体除以 n 余数是 t 的整数的集合，即[ ] :t n t= + 。则

[0],[1],...,[ 1]n − 为提供了一个在上述等价关系意义下的

划分

0 0

[ ] [ ]
t n t n

t t
≤ < ≤ <

= =




 

                            （2）

其中，记号




表示不交并。

例 2：定义域 F 上全体 n 阶可逆矩阵构成的集合为

GL ( )n  ，并定义 GL ( )n  上的二元关系“~”为 A~B 当且仅

当 | | | |=A B ，该定义可以等价地写为
1 SL { GL | | |( 1}( ) : )n n
− ∈ ∈ == AB D D          （1）

显然，“~”是 GL ( )n  上的一个等价关系。在上述等

价意义下，GL ( )n  中的矩阵按其行列式进行了分类，即有：

GL } | | \{0( ) }

G )L SL SL( ( ) ( )
n

n n n
∈ ∈

= =




 


  

X X

X X      （2）

其中， }SL G (L | |( ) : { ) | 1n n= ∈ = X XY Y 。

在例 1 中，我们提供的集合


的等价类是通过带余除

法给出的，需要注意带余除法和整数的乘法本质上又是按通

常的整数上的四则运算加法诱导，因此在


/n 可以自然地

由


上的加法定义剩余类的加法，即：

: / / /n n n+ × →   ，

[ ] [ ] : [ ] [( ) mod ]x y x y x y n+ = + = + 。

此时，由于


上的加法有交换律和结合律，因此 / n

上的剩余类加法也有交换律和结合律。例 2 中的 GL ( )n  上

的乘法取为矩阵乘法，于是 GL ( )n  上的等价类之间的计算

可以通过矩阵乘法定义，即：

( ) ( ) ): GL GL GL (n n n⋅ × →   ，

SL ( ) SL ( ) : SL ( )n n n⋅ =  X Y XY 。

其 中， ( ) : { ( ) | ( )}GL SL GLn n n∈=  X X 此 时， 由 于

GL ( )n  上的乘法运算有结合律，因此可以推知GL ( )n  上的
乘法也有结合律。

3 通过算例引出商的定义

这里，我们仅以群为例来说明如何在课堂教学过程中

通过等价类的观点引出商群的概念。

首先，教师可以引导学生观察在例 1（1）式和例 2（1）

式中，n


=（n


，+）是


=（


，+）的子群，( ) ( )SL SLn n= A A=
（( ) ( )SL SLn n= A A,·）是 GL ( )n  =（ GL ( )n  ，·）的子群。并由

此引出如何通过给定群 G=（G，·）的子群 H=（H，·）

来定义 G 上的等价关系。具体对比如下：

• 在


中，x~y 定义为 x y n− ∈ ≤ ；

• 在GL ( )n  中，X~Y 定义为 1 )S GL (L ( )n n
− ∈ ≤ XY ；

• 在一般的群 G 中，x~y 定义为 1xy H G− ∈ ≤ （由子群

定义的等价关系的定义 [1] 第 1 章第 1.3 节）。

其中，群


中的元素 -y 表示 y 在通常四则运算加法意

义下的逆元；群 GL ( )n  中的元素 Y-1 表示 Y 在矩阵乘法意

义下的逆元。由此可以引出群 G 上的（按其子群 H 所诱导的）

等价关系。该等价关系给出了群 G 的一个划分：

g G g I

G gH gH
∈ ∈

= =


  ，

其中， I G⊆ 是某个 G 的子集，使得 , ,g g I g g′ ′∀ ∈ ≠ ，

有 gH g H′≠ 。每个等价类 gH 称为 G 的一个陪集（coset）。

课堂教学过程中，教师也应当强调将上式与例 1（2）式和

例 2（2）式对比。

其次，通过群 G 上的乘法，我们可以在 gH Hg= 成立

的前提下，定义 :gH g H gg H′ ′⋅ = 。由此，就可以引入正规

子群，即群 G 的子群 H 如果满足 gH=Hg，则称其为 G 的一

个正规子群（Normal subgroup）[1] 第 1 章第 1.5 节。正规

子群的条件本质上是为了保证陪集的乘法是良好定义的。

最后，我们可以引入商群的定义，具体如下。

定义 1：群 G 相对于它的正规子群 H 的商群 G/H 是 G

的全体形如 gH 的陪集构成的集合，即：

{ | }G H gH g G= ∈ 。

其中，乘法由群 G 上的乘法按下述方式定义：

,G H G H G H× →

( , ) { | }gH g H gg H gg h h H′ ′ ′= ∈ 。

类似地，在《抽象代数》中进行环论以及模论的教学时，

教师可以强调环 R=（R,+,）的理想 I 可以诱导环的等价类，

左（或右）R- 模 M 的子模 N 也可以诱导 M 上的等价类。

相应地，可以得到商环 R/I 和商模 M/N 的概念。

4 一些商群的实例

接下来，我们利用例 1 和例 2 给两个重要的商群的实例，

它们分别是 Abel 群和非 Abel 群。

例 3：整数加法群


的子群 n


是


的正规子群，由

此可以得到商群 { | 0 1}n t n t n= + ≤ ≤ −   （ n=  ）。

其中，商群上的加法运算为：

: n n n+ × →     ，

( ) ( ) : ( )r n s n r s n+ + + = + +  。 


/n


中的元素 t+n


是除以 n 余数为 t 的全体整数
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构成的集合。上述加法本质上是通过


上的加法定义了两

个集合的加法。因此， : {0,1,.., 1}nn n≅ = −   是 n 阶循

环群，其中 n 的加法为关于模 n 的同余类加法，即 ,r s∀ ∈

n ，有 r+s 是 n 中唯一满足 (mod )r s x n+ ≡ 的元素 x。

例 4：一般线性群 GL ( )n  的子群( ) ( )SL SLn n= A A是正规子群，

这是因为，对任意 ( )GLn∈ A 以及任意 ( )SLn∈ X ，矩阵

SXA-1 行列式为 1，由此得 1 S( )S (L L )n n
− ⊆ A A ，即得

( ) ( )SL SLn n⊆ A A ；同理由 1−A XA 的行列式为 1 可得

)S L( ) (L Sn n⊆ A A ，于是 ( ) ( )SL SLn n= A A 。这说明

( ) ( )SL SLn n= A A是一个正规子群。由于本科生刚接触近世代数时，

遇到的非交换群的例子并不多。而在本科《近世代数》教学

阶段中，由于本科生通常具备《高等代数》或者《线性代数》

的基本知识，因此，上述正规子群是最合适大二本科生理解

的算例。从分类的观点看， GL ( )n  的正规子群( ) ( )SL SLn n= A A所诱

导的等价类本质上是按矩阵的行列式来对可逆矩阵进行了

分类。由此不难看出 }( ) (G )L SL \{0n n ≅   是非零实数

构成的在通常四则运算乘法意义下的非零实数群。

接下来我们再提供一些别的数学领域会用到的群。

例 5：设 G 是 Abel 群，则它的任何子群 H 都是 G 的正

规子群，从而总是有商群 G/H。例如，实数集在通常的四则

运算加法意义下成群 R=（R，+1），有理数集 Q=（Q，+）

自然地作为它的一个子群。于是有商群 R/Q，它是无限群，

称为 Vitali 群。R/Q 中的两个元素 x 和 y 相等当且仅当它们

的差是有理数。注意到 R/Q 的每个元素都是一个等价类，

因此我们可以为每个等价类固定一个代表元，全体这些代表

元构成的集合与 R/Q 一一对应，且是 R 的一个子集，这个

集合称为 Vitali 集（参见 [4]Page 120）。在《抽象代数》教

学中，可以对 Vitali 群（或者 Vitali 集）稍加提及，并指出

它是分析中的一个重要集合，具有 Lebesgue 不可测性。

例 6：集合 {1,2,... },n n+
≤ = 上全体双射构成的群 Sn，

其中乘法定义为映射的复合“o”。该群称为 n 阶对称群，

它每个元素可以等价地看成 1，2，…，n 上的一个置换。在

《高等代数》的行列式一节内容中，我们知道置换可以分为

奇置换和偶置换。Sn 中全体偶置换构成的集合 An 是 Sn 的一

个正规子群，称为 n 阶交错群。进一步地，有 2 2( , ) ( , )n n n nS A S A ≅= = +  

2 2( , ) ( , )n n n nS A S A ≅= = +   ，其中偶置换与
 2 中的元素 0 对应，

奇置换与
 2 中的元素 1 对应。Sn 与 An 是《抽象代数》中

最重要的群之一，也是经典 Galois 理论中最重要的群，交

错群 An 则被用于证明一般五次以上多项式方程不具备初等

根式解。

5 结语

《抽象代数》是一门非常强调数学语言和逻辑语言的

数学分支，与分析不同之处在于，代数中的概念也极具抽象

性。一般而言，群是《抽象代数》中遇到的第一个概念，也

是最简单的代数结构。由于高中数学、《数学分析》的前期

课程以及《高等代数》都比较强调“数形结合”，同时群及

其子群与商群的概念与性质又极具抽象性，这导致对刚接触

《抽象代数》这门课的本科生而言在学习群、环、域等概念

时都面临了一定挑战。集合上的等价关系是本科生接触的二

元关系中相对熟悉的一种，它在《数学分析》中表现为导数

的不定积分是其全体原函数构成的等价关系，在《高等代数》

中表现为矩阵的等秩、方阵的相似、以及惯性指数的相同等。

虽然这些等价关系在论文中没有被提及，但是教师在教学过

程中，如果能有效地使用这些等价关系，那么作者相信，对

课堂教学和引导学生学习理解商群、商环、以及商模等抽象

概念会有着巨大的帮助。同时，适当插入一些后续课程可能

遇到的等价关系（如《实变函数》或者《实分析》中的几乎

处处相等），也能让学生为后续课程的学习做出一些初步的

铺垫。
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