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Abstract
The application of the method of proof by contradiction in solving middle school mathematics problems is analyzed, and an improved 
method based on the method of proof by contradiction is proposed to further enhance students’ ability to analyze and solve practical 
problems using the method of proof by contradiction Counterexamples are the appropriate application of reverse thinking and an 
important method of problem-solving and argumentation. In mathematics teaching, cleverly using the method of counterexamples 
can enrich teaching content, overcome the rigidity of thinking, and enhance students’ interest in learning. Through active thinking, 
students can analyze and summarize the relevant content related to counterexamples, gradually cultivate the profoundness, breadth, 
and creativity of their thinking, and deepen their understanding of mathematical concepts, theorems, formulas, and rules.
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反证法在中学数学解题中的应用研究
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摘 要

反证法在中学数学解题中的应用，并对反证法思想方法进行了分析，给出了一个基于反证法的改进方法，进一步提高学生
利用反证法分析解决实际问题的能力。反例是逆向思维的恰当运用，也是一种重要的解题论证方法。在数学教学中，巧妙
地运用反证法，既可丰富教学内容，克服思维的呆板性。又可提高学生的学习兴趣，通过学生积极的思考，将与反例联系
的有关内容进行分析总结，逐步培养学生思维的深刻性，广泛性和创造性，从而加深学生对数学概念、定理、公式、法则
的理解。
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1 引言

反证法是指符合某个数学命题的题设条件，但不符合

该命题结论的例子。即要否定一个命题只需要一个反例就行

了。让同学们自己寻找反例将有利于活跃思维，有助于培养

学生的创新思维。反证法因其简单、直观、说服力强的突出

特点，决定了它在数学解题中起着不可替代的作用。反证法

能够把一个很难说清、容易混淆的问题变得简单明了、浅显

易懂，具有极强的说服力。因此它在数学解题中非常容易被

学生理解接受，引起学生的共鸣，并且学生能把这种数学思

想、数学方法潜移默化地运用到其他学科和生活领域中，对

培养学生运用数学的意识有着不可忽略的作用。数学的发展

史中，一个正确的数学命题需要严密的证明，谬误则靠反例

即可否定。因此，在数学的解题中，反证法也有着极为重要

的意义，它在发现和认识数学真理，强化数学基础知识的理

解和掌握，培养学生的思维能力和创造能力，以及提高学生

解题速度等方面的意义和作用是不可低估的。因此，在中学

数学教学中有意识地、适时地使用反证法，十分必要。中学

数学教学中反例的应用，我们不可忽视。那么，我们将对中

学数学教学中反例的应用帮助教师对反例教学方法的运用，

帮助教师提高教学质量，在数学解题中，恰当地引入典型的

反例，能给学生深刻的印象，这对理解数学概念，掌握数学

方法，快速解题起着很大的作用，举反例有利于培养学生的

发散思维能力，克服思维的片面性，做到深入探索、有所发

现，养成严谨，踏实、一丝不苟的学风。在数学教学活动中，

反证法有着重要的教学价值，应给予充分的重视。美国数学

家盖尔鲍姆与奥斯特德在《分析中的反例》一书中指出，“数

学由两大类——证明和反例组成，而数学发展也朝着两个主

要目标——提出证明和构造反例进行”。可见反例在数学理
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论中占着重要的地位。在数学发展史中，反例和证明具有同

等重要的地位。通过严密的证明才能肯定一个命题的正确

性。而一个巧妙地反例即可否定一个命题的正确性。比如：

72491)( 2 ++= nnnf ，当 11000321 ，，，， =n 。 ）nf ( 都是

质 数。 这 似 乎 给 人 们 造 成 一 种 认 识， 得 到 如 下 命 

题：对任意的自然数 n ， )(nf 都是质数。其实，这个命题

是错误的。很容易找到反例：当 72490=n 或 72491 时，

)(nf 是合数。在数学发展史上有两个著名的反例巧妙地推

翻了流行很长时间的谬误。第一个著名的反例是 1640 年，

法国数学家费马观察发现了如下的事实：

当 0=n 时， 312
02 =+ 是个素数；

当 1=n 时， 512
12 =+ 是个素数；

当 2=n 时， 1712
22 =+ 17 是个素数；

当 3=n 时， 25712
32 =+ 是个素数；

当 4=n 时， 6553712
42 =+ 是个素数。

由上述 5 个事实费马得出了一个猜想：当 5=n 时， 

641249496729712
52 ==+ × 6700417 不是素数，由此，

否定了费马的猜想。第二个著名的反例：19 世纪中叶，数

学界长期认为连续函数除极个别点外总是处处连续的。但

1860 年，数学家威尔斯特拉却极为精巧地构成了一个反例： 

∑
∞

=

=
1

)cos()(
n

nn xbaxf π ，其中 b 为奇整数 :0 ＜ a ＜ 1，且

。此函数 )(xf 居然在实轴上处处连续，但处处 

不可微。这个反例推翻了流行了很长时间的谬误。可见反证

法在数学解题中有多么重要的作用。

2 反证法在中学数学解题中的应用举例

2.1 用反证法求解含参数问题。

例 1：若方程 05)2(2 =−+−+ axax 的两个根都比 2 大，

求实数 a 的取值范围。

[ 解 ] 根据题意得
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      故 a≤ –4。

不用反例很难发现解题结果的错误。若举反例：取

5−=a 代 入， 则 得 方 程 ， 它 的 一 根 为 2 

（并不比 2 大）。由这个反例可见解题过程有错误，那么错

在何处呢？仔细查看可知：由①→②并不是同解变形，应

在②中加条件 052)2(22 >−+×−+ aa ，正确答案应为： 
45 −≤<− a 。

例 2：已知关于 x 的方程 。

( Ⅰ ) 判断命题：“无论 k 为何值。方程总有两个实数 
根”的真假。如果是真命题。请给出证明；如果是假命题请

举一次反例。

( Ⅱ ) 若 0≠k 。设方程的两个实数根分别为 21, xx （其

中 21 xx < ）。 当 k 的 取 值 范 围 满 足 什 么 条 件 时， 有

2
)1(

2

221
kxxx <+−  成立？

[ 分析 ]  ( Ⅰ ) 由于 k 的取值范围不确定。可知

可能为一元二次方程，也可能为一元一

次方程。当其为一元一次方程时，只有一个实数根。( Ⅱ )

由于 ,0≠k 可知方程为一元二次方程。先求出两根之和与两

根之积的表达式。再代入
2

)1(
2

221
kxxx <+− 解答。

解：( Ⅰ )“无论 x 取何值。方程总有两个实数根”是

假命题，举反例：当 0=k 时，原式可化为 02 =−x 。解得

,2=x ，只有一个实数根。

( Ⅱ ) ,0≠k
k

kxx
k

kxx 22,13
2121

−
=⋅

−
=+∴

又
2

)1(
2

221
kxxx <+−

k
k

k
kk

k
k

k
kxxxx 122132213

2121
+

=
+−−

=
−

−
−
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k
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<
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。

当 0>k 时。 0222 >−− kk 。解得 31−<k （舍去）

或 31+>k ；

当 0<k 时。 0222 >−− kk 。 k 取任意实数。

综上所述 31+>k  或 0<k 。

小结：在解方程或者证明方程成立过程中，反证法是

纠正错误的有效方法，更是否定谬论的锐利武器。在这个过

程中，学生要寻找一些蛛丝马迹来判断该命题是否成立，不

仅能培养学生善于观察和发散性思维的能力，也能让学生在

用反例作对比的过程中找到茅塞顿开的乐趣。

2.2 用反证法求解数列问题。

例 3： 数 列 { }na 是 等 比 数 列， 且 nS 为 前 n 项 和，

n
n aaa

T 111

21

+⋅⋅⋅++= ，求数列{ }na 的前 n 项之积。

解： 设 数 列 { }na 的 公 比 q ， 所 以 q
qaa

S n
n −

−
=

1
1

， 

( )qaa
qaa

q

q
aa

T
n

nn
n −

−
=

−

−
=

11

11

1

11 ， 则 n
n

n aa
T
S

1= ， 又 1121 aaaaaa nnn === − 

1121 aaaaaa nnn === −  ， ( )21321

n

nn aaaaaa = ( )21321

n

nn aaaaaa = ， 即 所 求 之 积 为 

2
n

n

n

T
S








 。

上述的解法比较常规，解题过程好像也天衣无缝，但
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经过仔细推敲，我们不难举出反例加以否定。不妨设 

1−=na ， 则 naaaS nn −=+++= ...21 ， n
aaa

T
n

n −=+⋅⋅⋅++=
111

21

n
aaa

T
n

n −=+⋅⋅⋅++=
111

21

，则 1
2
=








n

n

n

T
S ，显然

2

321 ...

n

n

n
n T

S
aaaa 








≠

再举一个反例： 4,2,1 321 =−== aaa ，则：

33213 =++= aaaS ；
4
3

4
1

2
113 =+−=T ，

则 8
2
3

3

3 =







T
S ，而 8321 −=aaa  即 

2
3

3

3
321 








≠

T
S

aaa

通过以上两个反例可以看出，
2
n

n

n

T
S








 是错误的结论。

例 4：设 { }na 、 { }nb 是公比不相等的两个等比数列，

nnn bac += ，试证明数列{ }nc 不是等比数列。

[ 分析 ] 数学命题的条件改变时，结论不一定正确。为

了说明这一点所举出的反例称为条件变化型反例。条件变

化有多种，有减少条件，有增加条件，有变化条件，考查这

几种情况下结论的变化，对数学科学的研究与教学有很大的

帮助。

证明  设{ }na 、{ }nb 的公比分别为 p 、q， nnn bac += ，

为证{ }nc 不是等比数列，只需证 31
2
2 ccc ⋅≠ 。

事实上，

。

由于 qp ≠ ， ，又 1a 、 1b 不为零，

   因此， 31
2
2 ccc ⋅≠ ，故{ }nc 不是等比数列。

例 5：设数列 { na }，{ nb } 是公比不相等的两个等比

数列， nnn bac += ，证明 { nc } 不是等比数列。

[ 证 明 ] 假 设 { nc } 是 等 比 数 列， 设 qpqbbpaa n
n

n
n ≠⋅=⋅= −− ,, 1

1
1

1  

qpqbbpaa n
n

n
n ≠⋅=⋅= −− ,, 1

1
1

1

qbpac nn
n

1
1

1
1

−− ⋅+⋅=

{ }nc 是等比数列。

1

1

−

+
=∴

n

n

n

n

c
c

c
c

，  qbpac nn
n ⋅+⋅=+ 111 。

qbpac nn
n

2
1

2
11

−−
− ⋅+⋅= ， 代 入 上 式 并 化 简 可 得 qpqp ==− ，即0)( 2 

qpqp ==− ，即0)( 2 。

与题设矛盾，假设错误。∴数列 { nc } 不是等比数列

举反例：设 { na }，{ nb } 的公比分别为 qpqp ≠且, ， 

nnn bac += 。为证 { nc } 不是等比数列，只需证 312
2 ccc ≠ 。

 )( 22
11

2
1
22

1
2

31 qpbaqbpacc +++=

又因为 qp ≠ ，所以 。 312
2 ccc ≠  故 { nc } 

不是等比数列。

即，要否定 { nc } 等比数列，只要寻找到一个反例即可，

比较简单的是 321 ,, ccc 不成等比数列，因此有证法二，它从

另一个侧面揭示了等比数列的本质，弥补了正面教学的

不足。

2.3 用反证法求解函数类问题。

例 6：若函数 )(xf 对任意 Rx∈ 均有 )(2)1()1( xfxfxf ≥++−

)(2)1()1( xfxfxf ≥++− ，则称函数具有性质 P 。

( Ⅰ ) 判断下面两个函数是否具有性质 P ，并说明理由。

① ( )1>= aay x ；     ② 3xy =
( Ⅱ ) 若函数 )(xf 具有性质 P ，且 0)()0( == nff  

( )*,2 Nnn ∈> 。

求证：对任意 {1∈i ， 2 ，3，…， }1−n 有 0)( ≤if

( Ⅲ ) 在 ( Ⅱ ) 的条件下，是否对任意 [ ]nx ,0∈ 均有

0)( ≤xf 。若成立给出证明；若不成立，给出反例。

解：( Ⅰ ) 证明：①函数 ( )1>= aay x 具有性质 P 。







 −+=−+=−++− +− 212)(2)1()1( 11 a

a
aaaaxfxfxf xxxx ，

因为 1>a ，所以 021
>






 −+ a

a
a x

，即 )(2)1()1( xfxfxf ≥++−

)(2)1()1( xfxfxf ≥++− ，此函数具有性质 P 。

②函数 3xy = 不具有性质 P 。 
例 如： 当 1−=x 时， 8)0()2()1()1( −=+−=++− ffxfxf

8)0()2()1()1( −=+−=++− ffxfxf ， 2)(2 −=xf

所 以， )1(2)0()2( −<+− fff ， 此 函 数 不 具 有 性

质 P 。

( Ⅱ ) 假设 )(if 为 )1(f ， )(if ，…， )1( −nf 中第一

个大于0 的值，则 0)1()( >−− ifif ，因为函数 )(xf 具有

性质 P ，所以对于任意 *Nn∈ 均有 )1()()()1( −−≥−+ nfnfnfnf  

)1()()()1( −−≥−+ nfnfnfnf 。

所 以， ≥−−−≥−− )2()1()1()( nfnfnfnf … 0)1()( >−−≥ ifif 
0)1()( >−−≥ ifif 。

所以， [ ] [ ]+−−−+−−= )2()1()1()()( nfnfnfnfnf

… [ ] 0)()()1( >+−++ ififif[ ] 0)()()1( >+−++ ififif ，与 0)( =nf 矛盾。

故对任意 {1∈i ， 2 ，3，…， }1−n 有 0)( ≤if 。

( Ⅲ ) 不成立。我们可以举反例：



 −

= 2

)1(
)(

x
xx

xf  
Qx
Qx

∉
∈

。

证明 ⅰ）当 x 为有理数时， 1−x ； 1+x 均为有理数，

此时：

( ) ( ) ( ) 2211211)(2)1()1( 222 =−++−−−++−=−++− xxxnxxxxfxfxf  

( ) ( ) ( ) 2211211)(2)1()1( 222 =−++−−−++−=−++− xxxnxxxxfxfxf

ⅱ ) 当 x 为无理数时， 1−x ； 1+x 均为无理数，此时：

( ) ( ) ( ) 2211211)(2)1()1( 222 =−++−−−++−=−++− xxxnxxxxfxfxf

( ) ( ) ( ) 2211211)(2)1()1( 222 =−++−−−++−=−++− xxxnxxxxfxfxf
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所以，函数 )(xf 对任意 Rx∈ ，均有 )(2)1()1( xfxfxf ≥++−  

)(2)1()1( xfxfxf ≥++−

即函数 )(xf 具有性质 P 。

而当 [ ]nx ,0∈ ( )2>n 且 x 为无理数时， 0)( >xf ，所以，

在 ( Ⅱ ) 的条件下，“对任意 [ ]nx ,0∈ 均有 0)( ≤xf ”不成立。

例 7：对于函数 ，易证： 0≥a 时，

在 [ )∞+，0 上为增函数；当 1−≤a 时，在 [ )∞+，0 上为减函数。

当 01- << a 时，试问 )(xf 在区间 [ )∞+，0 上是单调函数？

[ 分析 ] 取 21, xx ，使 210 xx <≤ ，



( )1,0
11 2

2
1
2

21
∈

+++
+

xx
xx

，
01- << a

∴
11 2

2
1
2

21

+++
+

xx
xx

a+ 的符号摇摆不定，凭直觉可猜想

此时函数 )(xf 在区间 [ )∞+，0 上不单调。

函数不单调我们可以举以下两个反例：

(a) 在该区间内找 321 xxx << ，在对应的三个函数值中，

)( 2xf 却不是中间值，即 [ ][ ] .0)()()()( 3212 ≥−− xfxfxfxf  这

种方法在本题中不太适用。

(b)找一个常数 c ，使方程 cxf =)( 该区间内有不等的根。

为使 求解方便起见，移项平方后所得的

一元二次方程最好缺少一次项或缺少常数项，故 c 取 0 或1
最好。

当 0=c 时， 1)1( 22 =− xa ， 012 <−a ，  ∴方程无解。

.B 1=c 时， 化 简 得 解 得
1

2,0
2

21

−
==

a
axx

1
2,0
2

21

−
==

a
axx 0> ，举反例成功。

这 说 明 1
2,0
2

21

−
==

a
axx 时， ,1)()( 21 == xfxf 故

01- << a 时， )(xf 在区间 [ )∞+，0 上不是单调函数。

3 结语

在中学数学解题中，重视和恰当地运用反证法，能够

调动学生学习的积极性，养成重视条件、严密推理的习惯，

提高学生的数学能力和学习能力，教学中教师应该多鼓励学

生多提问题，不要对学生提出的问题或猜想给予讽刺和挖

苦，要引导学生在某些定理的条件、结论、某些定义的适用

范围内要敢于猜想，对不是现成的定理要善于发现和创新，

自己提出问题，进行猜想，得出结果，恰当地运用反证法，

可以使同学们的创新能力得以提高，有利于开展研究性学

习，从而有效地提高教学质量。反证法能优化解题过程，解

题是一种数学能力。对于中学生来说，解题是他们必须掌握

的数学能力。通过解题，可以考察他们对知识的掌握情况。

所以教师在教学中应加大力度培养学生的发散思维，让学生

学会运用反证法分析解决实际问题。
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